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Résumé 

' Let V be a mixed characteristic complète discrète valuation ring, let X and y be two smooth formai V-schemes, 

let /o : X — » Y be a projective morphism between their spécial fibers, let T be a divisor of Y such that ?x := fZ (T) 

Ois a divisor of X and let M 6 ^ oh (D^(^7x)Q). We construct the relative duality isomorphism /or+ oB^t^ (M) — > 
Dy j o/o7-_|_(M). This generalizes the known case when there exists a lifting / : X — » ^ of /o. Moreover, when /o is 
■ a closed immersion, we prove that this isomorphism commutes with Frobenius. 
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Introduction 

Soient V un anneau de valuation discrète complet d'inégales caractéristiques (0, p), X et y deux V-schémas formels 
lisses, X et Y les fibres spéciales correspondantes, uq : X — > Y un morphisme propre, T un diviseur de Y tel que 
Tx '■= Uq (T) soit un diviseur de X. Les modules sont par défaut à droite. Dans cette introduction, on désigne par F la 
puissance s-ème du Frobenius absolu de X ou de Y, avec s un entier fixé. 

*L' auteur a bénéficié du soutien du réseau européen TMR Arithmetic Algebraic Geometry (contrat numéro UE MRTN-CT-2003-504917). 
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On désigne par D%(^Tx)q, Vanneau des opérateurs différentiels de niveau fini à singularités surconvergentes 
le long de Tx (voir HBer96bl 4.2.5]). On note D^^Tl^^Tx)^), la catégorie dérivée des complexes de D^(^7x)q- 
modules à droite à cohomologie cohérente et bornée, l'indice d précisant qu'il s'agit de modules à droite. De même 
en remplaçant X par y et Tx par T. On note j (ou B7O le foncteur dual (^T)Q-linéaire, Mor+ (resp. u'q T ) l'image 
directe (resp. l'image inverse extraordinaire) par uq à singularités surconvergentes le long de T. Lorsque uq se relève 
en un morphisme u : X — * y de V-schémas formels, on les désigne respectivement par uj + et u T . 

Supposons dans ce paragraphe que uq se relève en un morphisme u : X — > y de V-schémas formels lisses. Pour 
tout M G Z)J? oh (D^(^7x)Q rf ), on dispose de l'isomorphisme de dualité relative % : uj+ °^>x,t x ~^ By,:r 0M :r+(3VC) 
fonctoriel en M (voir [Car06b, 1.2.7]). Lorsque le diviseur T est vide, on retrouve par construction l'isomorphisme de 
Virrion de [ Vir04 ] (en effet, on vérifie dans ce cas que les catégories notées D pM f et utilisées dans | Vir04 ] correspondent 
aux complexes à cohomologie bornée et cohérente). Pour tout complexe N G D° cob {D]^ (' T)q), l'isomorphisme de dua- 
lité relative induit l'isomorphisme d'adjonction Hom^f (ut+(M) ,Jvf) -^-> Hom^t ^ T ^ (MjWjN). Il en découle 
des morphismes d'adjonction entre image directe et image inverse extraordinaire. Ceux-ci constituent un ingrédient 
dans la preuve de la cohérence différentielle des F-isocristaux surconvergents unités (|Car04a|). Plus précisément, 
ceux-ci permettent de faire de la descente propre, génériquement finie et étale au niveau des schémas. De telles des- 
centes propres génériquement finies et étales apparaissent si on utilise par exemple le théorème de désingularisation 
de de Jong (|dJ96|), le théorème de monodromie génériquement finie et étale de Tsuzuki pour les F-isocristaux sur- 
convergents unités ( ||Tsu02| 1.3.1]) ou encore plus généralement le théorème de la réduction semistable de Kedlaya 
(voir nKed07llKëdÔ8llKëdillKëdbl ). 

Donnons à présent deux manières d'étendre cet isomorphisme de dualité relative : 

1°) Commutation à Frobenius. Berthelot définit la catégorie F -D^ o1i (î)^( + 7x)q) de la façon suivante : les objets 
sont les couples (M,(j)), où M est un objet de D^ oh (T) T x ^ Tx)q) et (j) est un isomorphisme ©^( + 7x)Q-linéaire M 
F*M. Les flèches (M,(j)) — > (M',(j)') sont les morphismes D^(^7x)Q-linéaires M — > M' commutant à Frobenius. Les 
objets de cette catégorie sont par définition les « F-complexes » ou « complexes munis d'une structure de Frobenius ». 
Pour l'instant, quelques théorèmes parmi les plus importants nécessitent une structure de Frobenius. Par exemple, 
le théorème de pleine fidélité de Kedlaya du foncteur restriction de la catégorie des F -isocristaux surconvergents 
dans celle des F-isocristaux convergents sur les Ai-variétés lisses (voir [Ked04| ou [Ked08 | pour une version relative), 
théorème fréquemment utilisé dans [CarOôâl et IICar07l . n'est à l'heure actuelle prouvé qu'avec des structures de 
Frobenius (on conjecture néanmoins cette pleine fidélité sans structure de Frobenius). D'où notre intérêt concernant 
l'extension de D^ oh (D' x ( Jf Tx)q) à F -D^^V^Ç Tx)q) de l'isomorphisme %, Le., sa compatibilité à Frobenius. 

2°) Cas non relevable. Il est naturel (voir aussi la fin de l'introduction) de s'intéresser au cas non relevable, i.e., 
à l'établissement d'un isomorphisme de la forme «07-+ oB^ — ► By.r oMor+(M) redonnant % lorsque uq se 
relève. 

Cet article s'attaque à ces deux extensions. En dégageant ses résultats principaux, détaillons les deux parties qui le 
composent. 

Dans une première partie, nous travaillons au niveau des schémas. Dans le cas d'un morphisme non relevable, 
quasi-séparé et quasi-compact de schémas lisses sur une base noethérienne de dimension de Krull finie, nous construi- 
sons, sauf pour le morphisme trace, des analogues de tous les morphismes intervenant dans la construction de l'iso- 
morphisme de dualité relative de Virrion (|Vir04|). Surtout, on prouve leur compatibilité à Frobenius et, dans le cas 
d'une immersion fermée, au changement de niveau. Rappelons que, par construction de la théorie des D-modules 
arithmétiques de Berthelot, les propriétés formelles, i.e., au niveau des schémas formels, se déduisent (notamment par 
complétion puis passage à la limite sur le niveau) de celles au niveau des schémas. 

Passons maintenant à la seconde partie. Soient dx la dimension de X, co^- = £2^ le faisceau des formes différen- 
tielles de degré maximum relatives àl-* SpfV, Tx)q I e faisceau des fonctions sur X à singularités surconver- 
gentes le long de Tx et (Ox(^Tx)q := Cû^ ®o x OxC^x)q- De même en changeant X par y et Tx par T. 

(a) Supposons dans ce paragraphe que uq est une immersion fermée. Nous construisons dans ce papier un mor- 
phisme trace Trr + : Kor+(û>3e( 'Tx)q[dx]) — > COy CT)tQ[dy] compatible à Frobenius (voir 12. 3.3.21 1. Lorsque le diviseur 
est vide et que uq se relève, on retrouve le morphisme trace de Virrion (|Vir04|). En utilisant la première partie 
de ce travail, ce morphisme trace permet de construire l'isomorphisme de dualité relative % : uqt+ o^xjxi^-) — '' 
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Dy.r ° uot+ÇM) fonctoriel en M G D^ oh (D^( i Tx)q) et vérifiant la condition de transitivité pour le composé de deux 
immersions fermées. On établit de plus la compatibilité à Frobenius de cet isomorphisme % ( 12.4.41 1. 

(b) Supposons dans ce paragraphe que Mo est projectif ou que X est quasi-projectif. Dans ce cas, on construit l'iso- 
morphisme canonique de dualité relative % : uqt+°^x,t x Oy^ oHor+pVC) fonctoriel en M G D ^ ^{^x(jTx)q) 

(voirESâ). 

Dans les situations (a) ou (b), il en résulte des morphismes d'adjonction entre image directe et image inverse 
extraordinaire. Dans le cas (a), ceux-ci sont compatibles à Frobenius. 

Terminons cette introduction par une application, qui a d'ailleurs été la source de motivation de cet article. Reve- 
nons à la situation où uq est une immersion fermée. Sans supposer que X se relève en un V-schéma formel lisse X, 
nous avons construit dans [Car05b| (et |Car04a|) un foncteur, noté &p x ^ r+> associant, aux isocristaux sur X\Tx 
surconvergents le long de Tx, des D\, (^T)Q-modules à gauche cohérents et à support dans X. Or, la construction de 
F isomorphisme de dualité relative dans le cas non relevable (et donc son indépendance par rapport au relèvement 
choisi) permet de vérifier que ce foncteur sp x ^ T+ (construit par recollement via des choix de relèvements d'im- 
mersions fermées) commute aux foncteurs duaux respectifs (voir la preuve de [CarOSb, 2.4.3], ce qui permet d'établir 
I CarOSbl 4.3.1]). De plus, afin d'établir la compatibilité à Frobenius de l'isomorphisme de commutation de sp x ^y T + 
aux foncteurs duaux respectifs, par construction de &Px^y j + qui utilise les images directes, la compatibilité à Frobe- 
nius des isomorphismes de dualité relative par une immersion fermée de !2.4.4l est requise. Rappelons que les foncteurs 
de la forme sp + fournissent le lien entre les F-isocristaux surconvergents et les F-2)-modules arithmétiques. Ces fonc- 
teurs nous ont ainsi permis d'établir que la catégorie des F-isocristaux surconvergents sur les schémas séparés, lisses 
(sur le corps résiduel de V) est incluse dans celle des ©-modules arithmétiques (pour plus de détails, voir [Car06a| et 
GjHZD)). 

Conventions 

• Les fibres spéciales des V-schémas formels lisses seront désignées par les lettres romanes correspondantes. De 
plus, si u est un morphisme de V-schémas formels lisses, le morphisme induit au niveau des fibres spéciales sera noté 
uq. Si X — > S est un morphisme lisse de schémas, on note dx la dimension de Krull de X, d x /s '■— dx ~ d$ la dimension 
relative, Cû^/s = ^x/s ou P^ us s i m pl ement ®x le faisceau des formes différentielles de degré maximum relative à 

• Les indices qc, tdf, coh et parf signifient respectivement quasi-cohérent, de Tor-dimension finie, cohérent et 
parfait tandis que D°, D + et D désignent respectivement les catégories dérivées des complexes à cohomologie bornée, 
bornée inférieurement et bornée supérieurement. Enfin, si A est un faisceau d'anneaux, les symboles g A, A' 1 ou "A 
se traduisent respectivement par .A-module « à gauche », « à droite » ou « à droite ou à gauche » (par exemple, D( S A) 
indique la catégorie dérivée des complexes de .A-modules à gauche). Si A et Œ3 sont deux faisceaux d'anneaux, par 
abus de notations, on désignera par D(*A, '"B) la catégorie des complexes résolubles (voir lCar05al 2. 1 .9]) de (A, 23)- 
bimodules (ou (A, 13)-bimodules à droite ou (A, 23)-bimodules à gauche selon la valeur des étoiles). De plus, on notera 
D( qc )(*A,*!B), la sous catégorie pleine de D(*A,*25) formée des complexes quasi-cohérents pour la structure de CB- 
module induite. De même en mettant le point à droite et en remplaçant « structure de S-module » par « structure de 
A-module » ; en remplaçant respectivement « qc » et « quasi-cohérent » par « tdf » et « de Tor-dimension finie » etc. 
Comme les catégories de complexes sont par défaut les catégories dérivées, on écrit sans ambiguïté Hoiru (— , — ) pour 
Hom D(yl) (-,-). 

• Nous travaillerons de préférence avec des modules à droite. Tous les théorèmes démontrés dans cet article sont 
valables par passage de droite à gauche, e.g. on dispose d'un isomorphisme de dualité relative pour les modules à 
gauche. 

• L'isomorphisme canonique de commutation à Frobenius de l'image directe que nous utiliserons dans ce papier 
sera, par passage de gauche à droite, celui construit par Berthelot (voir [BerOO, 3.4.4] pour la version « à gauche »). 

Cependant, comme cela est expliqué dans la remarque l2.5.3l dans le cas d'une immersion fermée, la compatibilité à 
Frobenius de l'isomorphisme de dualité relative de l2.4.4l implique que l'isomorphisme de commutation à Frobenius de 
l'image directe de | BerOO 3.4.4] est identique à celui construit dans [CarOôb, 1.2.12]. Cela fournit donc une unification 
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de ces deux constructions. 



1 Préliminaire sur la construction de l'isomorphisme de dualité relative d'un 
morphisme non relevable de schémas et sa compatibilité à Frobenius 

Soient deux entiers m, s > 0, S un schéma noethérien de dimension de Krull finie et muni d'un m-PD-idéal quasi- 
cohérent (a, b, a) et ra-PD-nilpotent, Sq = V(a) et Mo : Xq — > Yq un morphisme quasi-séparé et quasi-compact de 
5o-schémas lisses. On suppose de plus que p G a et p est nilpotent sur S (l'idéal a est ainsi un nilidéal). On notera F£ : 

Sa —> So la puissance s-ème du morphisme de Frobenius absolu, u' Q : Xq — » Yq^ le morphisme déduite de uq par le 

(s) 

changement de base de Fj , F% i Sq : Xq — * X le morphisme de Frobenius relatif (de même en remplaçant X par F). 
Considérons les deux hypothèses suivantes. 

- Cas général : On suppose qu'il existe respectivement des relèvements X, X' , Y et Y' de Xq, Xq \ Yq et F . 

- Cas relevable : On suppose qu'il existe respectivement des relèvements u : X — > Y, u' : X' — > Y', Fx : X — > X' et 
Fy : Y — > F' de wo, m , Fx /s e ^ ^y /s ^ s "ï 116 Fyou = u' o Fx- On remarque que comme a est un nilidéal, les 
foncteurs h*, m* et «o* sont égaux. 

Nous nous plaçons ici dans le « cas général ». Si aucune confusion n'est à craindre, on notera F pour F^, s ^ ou 
Fy Q , Sq . Nous disposons du foncteur Uq (construit par recollement et localement canoniquement isomorphe à u*) de la 

catégorie des ©^'"'-modules à gauche dans celle des -modules à gauche ainsi que du foncteur F* (resp. F**) de la 

catégorie des ©^'-modules à gauche (resp. à droite) dans celle des !D^" + -modules à gauche (resp. à droite). 

Pour tout entier m, soient B^ 1 ' une Oy/-algèbre munie d'une structure compatible de D^-module à gauche tels 

que, pour tout m' > m, le morphisme canonique B&' — > Bjî? ' soit un morphisme D^ 1 ^ -linéaire. On pose By" := 

F*(B«), := «S(B r ), 4 m+5) == F*{?$). On note := B^ ®o x , M*/, wj^ == «x, de même 

en remplaçant X par F. Pour alléger les notations (les faisceaux de la forme 23 étant fixés dans tout ce chapitre), pour 

tout M' G DÇBP <g>o x , fx' ')' le foncteur dual de 

niveau m de M' se note simplement 

De plus, le foncteur image directe (relativement à B^/*) de niveau m de M' G D(B^, ,) ® 0x , £>^ )d ) par u' se note 
simplement : 

où Dy^, := MqBj!"' est, par passage de gauche à droite de la remarque [BerOO 3.4.3], de For-dimension finie comme 
Démodule. 

Résumé du chapitre : Pour tout M' G D^CB^ ®o X ' ^x' nous construisons le morphisme canonique 

Nous vérifions de plus sa commutation à Frobenius (voir ll.5.TT > et au changement de niveaux (voir ll.6.T2l . 

Pour déduire de 1 1 .0.0. 1 1 la construction du morphisme (qui est un isomorphisme si M est un complexe par- 
fait) de dualité relative u'qT oDW(M') — » DW oUq? (M'), il ne reste plus qu'à construire le morphisme trace 
Mq™'(5x')[^a:] — > ce que nous traiterons dans le prochain chapitre dans le cas d'une immersion fermée. 

1.1 Rappels et notations 

Jusqu'à la section [T31 incluse, le niveau est égal à m sur X' ou F' et à m + s sur X ou F. Nous noterons alors 
dans toutes ces sections, X>? := B^" +s) (g> 0x T>{ m+S \ D? := B^ <g>o x , où D^ ,+s) et D^ m) sont respectivement 
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des faisceaux sur X et sur X' . De même, en remplaçant X par Y. De plus, comme le niveau est fixé, on omettra de 
l'indiquer et on notera simplement u' 0+ , uq + , B, ¥> x t, Hx etc. 

La construction du morphisme ll.O.O.ll et sa compatibilité à Frobenius se décomposent en trois parties (voir l 1.2.21 

iT33i et [rxm 

1.1.1 (Convention). Soient M' G £r(D x / d ), N' G D+(D x / d ,D A: / d ). Pour calculer R Jfom» x , (M', >f) on utilisera la 
structure gauche (de complexe de ©y -modules à droite) de N'. 

Par exemple, l'isomorphisme de transposition de [BerOO, 1.3.3] induit fonctoriellement le suivant B(M') -^-» 
RIKomiy (M', S^' ®%/ ^ (l a structure gauche de Sx' ®%/ ^x' est convention la structure induite par le 
produit tensoriel). 

1.1.2. Nous utiliserons fréquemment, pour tous M' G D~(D x t d ) et £' G D~("T) x r), les isomorphismes î>x — * 
F*F^"D X ' (cas relevable : MBerOOl 2.5.2.1], le cas non relevable découle de |BerOO 3.4.2. (ii)] appliqué à l'identité), 
H t , : S x ®s XJ F*£' F b (S x /(»B z , £') ( IBerOOl 2.4.5.1]) et F b M' ®d x F*&' —> M' ®d x , £' ( llBêrÔÔl 2.5.7] reste 
valable dans le cas non relevable). 

Pour tout JSf' G D(wq D F / d ), on pose F b (3\f') = X' «^ij,^ Kg (de même avec des tildes). On obtient l'iso- 

morphisme D X ^ Y MSF*F b (2) F /) -^-» F*F b ï>x/_ fr , (voir BerOOl 3.4.2.3]). 

Pour tous 7' G Adf.qcCfj") (resp. 3"' G D qc ( er D Y ,)) et 3\f' G D(u- 1 V r d ) (resp. ]Sf' G D-(ir 1 D F /' i )), on notera 
« proj » l'isomorphisme de projection induit par u (ou ceux qui s'en déduisent par fonctorialité) : 

proj : Rno»>C®i ,3* Mmo*(X' ® L -,^ «o' 5 ''), (1.1.2.1) 

Y Uq J-Jyl 

dont la construction est analogue à [Har66 II.5.6]. Et de même au niveau supérieur, i.e., en substituant D F à D F /. 
Par exemple, en remplaçant respectivement 3\f' par M' ®\> x , ^x'^y' et 3' par F'T>yr, on obtient l'isomorphisme en 

bas à droite de 11 . 1 .3. Î1 (de manière analogue à |BerOO, 2.4], le foncteur F b est exact et D x i^ Y ' ® L -it-, UqF^"D Y ' — > 

On désignera encore par proj, le morphisme de projection 

proj : R M0 *>T®3 , Rm *(W' ® L -i„, «o ^O, 

qui sera notamment utilisé dans 11.4.1.11 

1.1.3. Berthelot a construit l'isomorphisme de commutation à Frobenius de l'image directe par uq de M' G D{D x i A ) 
(voir [BerOO, 3.4.4] pour la version « à gauche ») via le composé : 

uo+iF^M') ^^Ruq^M' ®\F*F ] "Dx>^y>) (1.1.3.1) 

~| 

; • R M0 *(M'®^ /J F 1 "D r ^y/) 

y proj|~ 

F b ^ + (M') — Rm *(M' ®^ Dx/^rO ®» y; ^r'- 

1.1.4. Rappelons la construction de Virrion (voir IVirOOl II.3.2.ii)]) de l'isomorphisme de commutation à Frobenius 
du foncteur dual. Pour tout M' G D(T> x i d ), on définit d'abord, par commutativité du diagramme 

WKomvx (F b M',c5x ®n x T>x) ~^r^ RMom^ (F b M' ,F g b F d b (Sx< D x ,)) (1.1.4.1) 

F b R3C m % ,(M',S x , ® Sx , -*-^r- »m Bï , (M',F d b (S x , ® Sx , D x ,)), 

où les symboles « d » et « g » signifient que l'on utilise respectivement la structure droite et la structure gauche du 
Dx'-bimodule à droite S X ' ®-b x , Dp, l'isomorphisme WKomT, x (F b M', Sx ®s x ^x) — > F b R'Kom T , x , (M',S X / ®% x , 
T> X '). H en dérive, via les isomorphismes de transposition de BerOOl 1.3.3], BF b (M') F b B(M'). 
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1.2 Première partie de la construction de l'isomorphisme de dualité et sa compatibilité à 
Frobenius 

1.2.1. Par ll.l.3l et ll.l.4.fl pour tout M' G D(D x i â ), on dispose par construction du diagramme commutatif : 

u Q+ B(F b M') — ^-»* Kmo* (miom< r>x {F ] >'M! ,â>x ®n x T> x ) ®% x D x ^y) [dx] (1.2.1.1) 

|- *~ 
uq+F b D(M') — ^ K«o* (F^M3iomx> x i (M', co x , D^) D z _y) [dx] 

F b «^ + D(M') — ^ F b R« * (»mD i( (M', oo x , D r ) 2) X '^f') [<fr], 
dont les isomorphismes horizontaux sont induits par les isomorphismes de transposition de Sx <3-b x Dx ou de 03 X ' ® s x ; 

Proposition 1.2.2. Powr fcwf M' G D(I'x' d ), cw bénéficie du diagramme commutatif suivant : 

Ru 4^om Vx (F b M' ,& x ® 3x D x ) ®\, x D X ^ Y ) >■ MMo^WKomv^M' ,iï>x ®s x ©x^y) 



Wom(F b M^F b ('%')) ® F*F^x^y>) - ^R^om{F'M,' .F^^x' ) ® F*F>'Dx>^Y>) 

,(KMom Di , (M'/Dx') ^D^y/) *- Mu *R'Komv x , {M','D X , F b D x /^ y /) 

■~ | proj ~ ^ proj 

F' Ruo*Ç&Xom Vx ,(M',"Dx>)®v xl ^x'^y') » F i, Ru (U MXomv x ,{M', t 'Dx' ®v x , T>x>^Y>), 

(1.2.2.1) 

où tr D X ' est le D X '-bimodule à droite (a x i ® r h x , Dx'- 

Démonstration. Pour tous M' G D{ r D X ' i ), N' G D+px/, et £' G D tdt ( s D xl ), il résulte de ICar05al 2.1.12(iii)] 
la commutativité du diagramme ci-dessous : 

R0iom Vx (F y M',F>F^') ®% x F*£.' ^ m. ! Kom^ x (F i 'M',F^'N / ®^ x F*E') (1 .2.2.2) 

WKomv x , (M'.FjW) ®% x F*8,' WKomv x (F b M',f*:N* £') 

KJ£omi, x , (M', M*) ®!& £' ^ R5Com Dx , (M', M* £')• 

La commutativité de ll.2.2.2l entraîne celle du carré du milieu de 1 1 .2.2. fl Celle du carré du haut de 11. 2. 2. fi s' acquiert 
par fonctorialité tandis que celle du carré du bas se vérifie par fonctorialité et transitivité des morphismes de la forme 
de ceux horizontaux de ll. 2.2.21 □ 

Remarques 1.2.3. Le morphisme de droite de ll .2. 1 . ll est (au décalage [dx] près) le composé de gauche de ll. 2. 2. H On 
pourra donc composer les contours de ces deux diagrammes. 

1.3 Deuxième partie de la construction de l'isomorphisme de dualité et sa compatibilité à 
Frobenius 

1.3.1. Soient M' G D (T> x , d ) et X' G D + (T> X , A ). Comme T> X '^y> est de Tor-dimension finie sur T> x ,, on définit en ré- 
solvant platement Dx'^y'i injectivement N', via %om u -\^ > f (— ■,—)—* WKom^ï^ i (—,—), la flèche : WKom<r> x i (M',K') 
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MMom^irp / (M' ®\, x , 2)x'->y'>N' ®\> x , ^x'^y')- On note P2 l'application définie via le diagramme commutatif : 

Mu^WKom^, (M',K') RuoM'Kom^i^, (M' 0^, Dy-r' , W D x ^y ) , 

^_ |R«o* 

KJComDy, (MQ + (M'),MQ + (3Nf')) 

où MMo*désigne le foncteur 'M.uoiM!Kom u -i rD (—,—) — > RJComUj,, (Mt/o* — ,Mmo*— ) construit de manière analogue à 

|Har66, II.5.5]. De même en remplaçant T) X ' P ar ^x, ^x'^y' P^ 'Dx^y etc. 

Afin de prouver la proposition ! 1. 3. 51 nous aurons besoin des lemmes fl.3.2l et [L"3.4l ci-après. 

Lemme 1.3.2. Avec les notations de \1.3.1\ le diagramme canonique 

Ru *RKom? )x (F b M' ,F b N') — ^-+RXom V y(uo+(F b M'),uo+(F b J{')) (1.3.2.1) 

|~ 

Wùmvr (^ b "o+(3Vt')^ b "o+(^')) 

rKom^ x , (M',X') - — s- WKom Vyl (u' 0+ (M'),u' 0+ {N')) 

est commutatif. 

Démonstration. Via l'isomorphisme canonique 

F b M'®\ D x ^y F b M!®% x F*F b D x ,^ r -=U M' ®\, F b D x ,^ Y , = F b (M' ^ 
de même pour K' à la place de M', on obtient la flèche de droite du haut du diagramme : 

MJiom>D x (F^M'jF^') -*~ Ruo^MJiom^^ (F^M' ®\> x V x ^ Yl F b W®% x D X ^ Y ) (1.3.2.2) 

M!Kom u -\ By (F b (M' ®\p x ^ YI ),F b (N' ®\p x ,^ Y , ) ) 

M.uo*WKomv x , (M'.X") ^ Km *K5{ o/n , By , (M' ®^ D*'-*»)- 

Celui-ci est commutatif. En effet, il suffit de l'établir sans Kmo*. Résolvons injectivement K' et platement D x i^ y i. Via 
l'isomorphisme canonique D X ^ Y F*F D x i^ y i, il en résulte une résolution plate de T) X ^ Y (les foncteurs F* et 
F b préservent la platitude). Par construction et comme F" préserve l'injectivité (on s'en sert notamment pour obtenir 
la commutation à F 9 de "Kom -i m (— , — ) — » MJCom -i m (—,—)), on se ramène à le vérifier sans les R ni L, ce qui 

Uq Vy/ ^ 1 ' Wq Dyf X > 

est immédiat. En notant (]) le foncteur — ®% x , £>x'->y', considérons le diagramme suivant : 

om (F b M' ® V x ^ Y ,F b N ® Dx^y) ^RMom D! ,(R M o*(F b M' | ÎW^Rho*^' | 

M^Dy Dx D x D x î>x 

R^RJC M? m(F^(M'),F^(X')) ^ , R^ Dr (M« *F^(M'),R«o*F^(X)) 

>|~ projt~ 

VKomvy (F b Ru ^(M' ) , F b R Mo *(|> ) ) 
VKomVy, (Rmo^WjRmo**^')). 

(1.3.2.3) 



to *RJ<; om (<KM'),<K>0) r-v ,/;-t,,.. r>~ 
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On obtient par fonctorialité la commutativité du carré (en haut) de ll. 3.2.31 En résolvant 0(!N"') par des Mq 1 Dy/ -modules 
injectifs et <|)(M') par des u~qD Y ' -modules wo*-acycliques, on résout le complexe M.uoJSLJiom^^ / ((j)(M'),<j)(N')). 

Comme F y préserve l'injectivité et la wo*-acyclicité, il en est de même du deuxième terme de gauche du trapèze de 
11.3.2.31 Comme ce trapèze est commutatif sans les symboles E et L, on vérifie alors sa commutativité. Le diagramme 
|1.3.2.3| est donc commutatif. Comme le composé de |1.3.2.2l et |1.3.23l donne ri.3.2.1| on conclut la preuve. □ 

1.3.3. Soit N' e D+ (D x / d , u 1 D y / d ). Par fonctorialité Jsf' (g)ïp , T> X ,^ Y > G D+ (u 1 T) Y , A , w 1 î> y / d ) et u' 0+ (X') = Rm * (W 
Dx'^y) £ û + (î ) F' d ; 23y d )- On dispose des isomorphismes canoniques : 



F^u' 0+ (N) ^^=Rk *CN''®%, I F^y (1.3.3.1) 



~ {proj 

l'indice « d » au-dessus du symbole ® signifiant que, pour calculer le produit tensoriel, on choisit la structure « droite » 
de respectivement Rmo*(N' ig)^, / D x r^ Y i) et N ®\) x , ^X'->ï*'- 

Lemme 1.3.4. Soient M' G D~ (D x i A ) ef M' G D + (CDx' d ,WQ ©y 11 )- On dispose du diagramme commutatif suivant : 

Rmo*KJCowd x , (M'jFjjN') s- MMom î , i/ ,(^ + (M'),Mo+ / d(^'')) (1.3.4.1) 

t~ I7.3.3.7l f~ 

Rm * (RKom^ (M',X') «i^iDy, Mq F b D y /~) RMom Vy , (u' 0+ (M'),F^u' 0+ ÇH')) 

projj- f~ 

F b Eï<o*KJComi, x , (M',X') T^KJW^, (m(, + (M'),«o + (W))) 

om la flèche en haut à droite dérive par fonctorialité de \1.3.3l\ 
Démonstration. Considérons le diagramme ci-dessous : 

mto&ÛiomvfÇM! — »" K«o*K^om i)o i DK; (M'®^px'^r,F d b K'®^,î)z'^y') (1.3.4.2) 

t~ V 

muo^WKomv x , (M', M") — »- Rwo^MJCom,,-!.^, (M' ^pr^r',^' «d^*-*') 

proj | ~ proj | ~ 

Le carré du bas est commutatif par fonctorialité. Pour s'assurer de celle du carré du haut, il suffit par fonctorialité 
de l'établir sans Rmo*. On vérifie que le carré du haut est commutatif sans les symboles M. et L. On obtient alors sa 
commutativité en résolvant N' par des (I>x',Mq 'î)y/)-bimodules à droite injectifs et via une résolution finie de Dx'->Y> 
par des (T> x i,Uq î)y/)-bimodules plats. 

Considérons à présent le diagramme ci-après : 

R^m„. lDy ,(M'®^, ■D X '^r,F^'^ x , ^x'-.r' ) RJComiy (uf Q+ (M') , u' 0+ F^ (JvP) ) (1.3.4.3) 

proj{~ f~ 
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Pour calculer le terme en bas à gauche, il s'agit de résoudre N' ®j> , ^x'-fY' P& T des Mq 'Dyz-bimodules à droite 
injectifs et M' ®\ , 33x'->y' P 31 " des Uq 'CD^-modules à droite t<o*-acycliques. Comme le foncteur F b préserve la 
Mq 'î)y/-injectivité et la Mo*-acyclicité, comme F\ (Jvf' ®ïp Dy^j«) — > F^J4' ®îp Djf'->i", on vérifie que les autres 
termes de gauche de 11.3.4.31 se calculent de même via ces résolutions. Par construction des foncteurs horizontaux 
Rmo*, pour vérifier que ce diagramme est commutatif, il suffit de l'établir sans les symboles K et L, ce qui s'obtient à 
la main. 

Comme fl . 3 .4. 1 l est le composé des diagrammes commutatifs 1 1 .3 .4l2l et 1 1 . 3 .4~3l on termine la preuve. □ 
Proposition 1.3.5. Pour tout M' G Z)~(î>x' d ), on bénéficie du diagramme commutatif suivant : 

Ruo*lSL'HomT> x (F b M',G>x ® T>x -r) P2 WHom>D Y (uo + (F i 'M,'),uo + (<Ox <8> Dx^y)) 

Sx ■Sx 

M Mo *K?fom Dx (F b M',F g b F d b (c5 x , <g> P 2 , RJ{omT, r (u n+ (F b M').ur l+ (FÏF b i ((a v , ® D X '^f'))) 

RMo,KJfo/n Djr ,(M',F d b (ô5 x / (8) D. Y > >y #)) p2 ^ BJtomp y , (mq + (M'), u' 0+ (F d (6) x / ® Î> X >^ Y <))) 

%, 3 X , 

A'' 

(1.3.5.1) 



Démonstration. Par 11.3.21 on obtient la commutativité du carré du milieu. Celle du haut se vérifie par fonctorialité 
tandis que celle du bas résulte de ll.3.4. Il □ 

1.4 Troisième partie de la construction de l'isomorphisme de dualité et sa compatibilité à 
Frobenius 

1.4.1. Posons Lu'* := u'^ [-d x > /y]. Pour tous J' G D qc ( S T> F 'X M' G D {T> x , i ), de manière analogue à HCar04bl 1 .2.27], 
on bénéficie de l'isomorphisme canonique u' Q+ (M' <g>!g ( Lmq (3^)) Mq + (M') ®!g ; 5"' via le composé : 



^K«o*(M'®|, (Dx^®^ mq 1 ?'))^ "o+Pvt')®L,?', (1.4.1.1) 

7g-/ •» «o K' proj r 



où le premier isomorphisme se vérifie de façon analogue à [Car04b, 1.2.23] et où, modulo les isomorphismes cano- 
niques L^*(J') ®^ ©x'^f' Lm^*(J' ®^ D r ) et L^*(D F / Dy^ ® L , u 1 3 r/ , Ysf' désigne 

l'image par Mmq*(M' ®^ ; Lmq (— )) de l'isomorphisme de transposition d'une résolution plate de 3". 



1.4.2. Pour tout M' G D (T) x i d ), nous prouvons dans cette sous-section la commutation à Frobenius de l'isomor- 
phisme canonique : 

MIKom Dr ,(wo + (M'),Ho + (œ^ ®n x , %'^f')) KMomi, r ,(Mo + (M'),Mo + (%') ®s y , ©r) 

(i.e., le diagramme l 1 .4. lO.TI est commutatif). Pour cela, nous établirons que l'isomorphisme u' 0+ ((ùx' ^X'->î") 
Mq + (k>x' ) ® s K / 'Df' commute à Frobenius (voir ll.4.10.2t . Celui-ci est le composé de trois isomorphismes (voir ll.4.1.U . 
Via 1 1 . 4. 5Tll 1.4. 6. 2l et l 1.4.8.41 nous allons successivement vérifier leur commutation à Frobenius. 

1.4.3. Afin de valider la commutativité de 11.4.5.11 nous aurons besoin de celle de 11.4.4.41 A cette fin, établissons 
d'abord celle des diagrammes ll.4.3.Tl et ll.4.3~4l ci-dessous. 
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Soient M' un D x > -module à droite et £' un D^/ -module à gauche. Par passage de gauche à droite du rectangle du 
haut de |Car05a] 1.4.15.1], on obtient la commutativité du diagramme suivant : 



X' 



F'M. ®v x D x F"W ®v x F*F"T> 

F b M' -« 2 M' ® d x , F b 2) x , ■ 

En lui appliquant — (g> Bx F*£', il arrive le carré du haut de : 

F b M' ®n x Vx ®n x F*£.' *- F b M' ®v x F*F b D x , ®t, x F*£.' (1.4.3.1) 

t~ ~l 

F b M' F*£' -« M' ®v x , F^Djf/ ® Sx F*£' 

~| ' ~| 

F b (M> ® Bl , £') F b (M' D y £') ^ — M' F\V X , £'). 

La commutativité du rectangle du bas découle d'un calcul local immédiat. Le diagramme l 1 .4.3. fl est donc commutatif. 
Enfin, pour tous T> X '-modules à gauche £' et 3"', on dispose du diagramme commutatif : 

F*E' <g> Sx F*F bl D r ®v x F*?' < F*& <Z>v x V x ®v x F*?' (1.4.3.2) 

F*£' ®s x F*D X , 3* < F*£' ® Sx F*?' 

F*(£' ® Bjf , D x ,) ®v x , 5* F*(£' ®s x , D x , ®d x , 5"') F*(£' ®s x , 3"')- 

En effet, par application de F*E' ® Bx — au rectangle du haut de |Car 05al 1.4.15.1] (utilisé pour 5F'), on parvient 
au rectangle du haut de 11.4.3.21 De plus, soit e',f',a des sections locales respectives de £', 3F', 23 x . Le morphisme 
composé F*(£' 3*) — > F*£' ® Bx F*^x' ®n x / 3 r ' du rectangle du bas passant par le haut envoie a <S> (e'<8>/') sur 
(a ® e') ® (1 (X)/') puis (a <8> e') (1 ® 1) ®/'. Via le chemin du bas, on calcule a ® {e' ® f) \-> a <g> (e' (g) 1 ®/') i-> 
a (g) (e'fg) 1) (8)/' h- > (a<g>e') ® (1 <g> 1) (8)/'. D'où la commutativité du carré du bas. 

Dans le diagramme ci-dessous, on vérifie la commutativité du carré du bas par fonctorialité : 

F*Z' ®n x F*F b T> x , ® Dx F* y = F*£' <g> Bx F*F b D x , ®v x F*J' (1.4.3.3) 

F*F b (£' ® Bjf , D x ,) ® Dx F*?' — — ». F b (F*£.' ®v x F*T> x ,)®v s F*3* 

F* (£' ®s x , fx') S* ^ F*£' ® Bx F*£ x , ®d x , 3"'. 

Comme les foncteurs F* et F b commutent canoniquement, le carré carré du haut est commutatif par définition. Or, 
le composé de droite de ll.4.3.31 F*£' ® 3x F*F b D x , ®d x F*3" F*£' ®s x F*V X , ®d x , 3"', est aussi la flèche de 
gauche du haut de ll. 4.3.21 En composant les contours de ll.4.3.3l et ll.4.3.2l on obtient alors le diagramme commutatif 
suivant dont la partie droite est celle de ll.4.3.2l et la partie gauche est celle de ll .4.3.31 : 

F*£' ®t, x F*F b D x i ® Vx F*3' ^— F*l> ®ts x V x ® Dx F* y (1.4.3.4) 

h t~ 

F*F b (£' ® % , D x ,) ®v x F*J' F*£' ® 3x F*3"' 

F*(£' ® 3x , Dy) ®b x , 3"' -, F*(£' 3"'). 
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(F b M'®v x F*£')®v x F*3 / 



(1.4.4.1) 



1.4.4. Soient £' et 3* deux ©^'-modules à gauche et M' un D^'-module à droite. Considérons le diagramme ci- 
dessous : 

F b M' ®v x (Vx ®v x F*£') ®v x F*J' 
~+ 

F b M' ®t, x (F*F i "D x i ®-z x F*£') ®v x F*3' 
~* 

F b M' ® Dx F*F\T> X > ®s x , £') ®d x F* 3^ 

; *- M' ®D X , F b (D x , ® Sx , £') ® Dx F* 3* 



F b (M' <£>£„, £')®d x 



M' ®d , (%® 2ï , £') 



En appliquant le foncteur — <8>d x F*?' au contour de 11.4.3.11 on obtient le rectangle du haut de 11.4.4.11 De plus, 
modulo F b (M' <»t> x , D x > ®s x , £') ®d x F*3' ^ M' F b {D x > ®s x , £') ®t> x F* 3* on obtient par fonctorialité la 
commutativité du carré du bas de | 1 .4.4. f| Le diagramme |1.4.4.ï1 est donc commutatif. 

En appliquant F M' <S>d x {—) ®t> x F*3 rt au diagramme signifiant que l'isomorphisme de transposition de £', noté 
Yg/, (voir |BerOO, 1.3.1]) est compatible à Frobenius ([Car05a, 2.1.8.1]), on obtient le rectangle du haut du diagramme : 



F b M' ®t> x (px ®% F*£') ® Dx F* y *** > F b M' ® Dx (F*£' ® Bx D z ) ®d x F*?' 

~+ ~* 
F b M' ®d x (F*F b D x , ® Sx F*£') ® Bx F*?' F b M' ® Dx (F*£' ® Sx F*F b D X ') ®v x F*?' 

I . -I 



F b M' ® Dx F*F b (© z , £') ® Dx F* ?' 
~| 

M' ®v x , F b (D x i ® Sx , £') ®d x F*3 r ' 

M' 0D X , {D X , £') ®25 x , ?' 



y ei 



■ F b M' ®d x F*F'(£' ® Sx , Dy) ®d x F* 3> 
~+ 

F b M'®D x F*(£'® % , D x ,) J' 
~* 

— ^ M' ® Dx , (£' ®s x , Vx') ®v x , 3*. 



Le rectangle du bas de ll. 4.4. 2l est commutatif par fonctorialité. D'où la commutativité de ll. 4.4.21 
En appliquant F b M' ®d x — au diagramme commutatif 1 1 .4. 3 .41 on obtient le rectangle du haut de : 



F" M' ®d x (F*£' ® Sx D x ) ®v x F*J' <- 
~+ 

F b M' ®d x (F*£' ®s x F*F br D x ,) ®d x F*?' 
F b M' ® Dx F*F b (£' ® 3x , D X /) ®d x F*"J' 



F b M'®D x (F*£'® 3x F*?-') 



F M' ® Dx F*(£' D x ,) (8> Bx , ?' • 
M' (£' ®s x , 1> X /) ®d x , 5* 



■F b M'® Dx F*(£'® % , J') 
-M'®i, x , (£'®s x , ?'). 



Puisque le carré du bas est commutatif, il en dérive celle de ll. 4.4. 31 

En composant l 1 .4.4. il 1 1 ,4.4.2l et 1 1 .4.4.31 on obtient le diagramme commutatif : 



(1.4.4.2) 



(1.4.4.3) 



(F b M' ®n x F*£') ®<d x F*3> F b M' ®v x (F*£' ®n x F*1') 
(M' ®s x , £') 3* M' ® Dx , (£' ® Sx , 3"'). 



(1.4.4.4) 
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1.4.5. On bénéficie du diagramme commutatif suivant : 





$d x 'Dx-+y) 










.«o4(F °>X'®£ X F F"D x /^y) 


®^ X F F P D X /^y) „ 


TTD ( T^\>7\ -o]L { 17* j^b (T~i <-> 17* j^b ^T~\ \ \ 

Mmo*(F"(ûx' (F F"l>y^y ®3 X F F v V x i^y>)) 










5^,F b D„) 


: » Rmo*(«>x' (F»D z ,^y F b D x ,^y,)) 


~+ 






M M0 *F g b F d b ((co x / ® 3x , D x ,^y 


')®D X , D "0 ; 


3 » M M0 *F g b F d b (œ x , (D x ,^y <g> Sj , D M /)) 


proj | ~ 






F g b F d b R M0 *((œx'®3 x , D M , 


■)®\ x , D^y) ; 


3 ^ F g b F d b M M0 *(œx' Px^r ^W'))- 



(1.4.5.1) 

En effet, on obtient par fonctorialité la commutativité des carrés du haut et du bas. Pour vérifier celle des deux autres 
carrés, il suffit de l'établir sans le foncteur Rmo*. En résolvant coy par des Dy-modules à droite plats, F b Dy^y P^ 
des (D x /,Wq 1 2)y)-bimodules plats, la commutativité du deuxième carré en partant du haut découle alors de celle de 
11.4.4.41 En résolvant &x' par des Démodules à droite plats, D X '->y par des (D x /,Mq 1 Dj")-bimodules plats, on se 
ramène à vérifier la commutativité du deuxième carré du bas sans le symbole L. Cette commutativité se vérifie alors 
par un calcul (voir le calcul des flèches horizontales donné dans le début de la preuve de ll.6. 107Tb . 

I. 4.6. Considérons le diagrame suivant : 

Dy«f y Dy^ ^ Dy< s y D F (1.4.6.1) 

F*F"D Y , ®| g T>y Dy ® à i Y F*F b V Y , 

F*F i "D Y , (gif y F*F l "D Y , F*F b Dy ®!jf y F*F"D Y , 

~+ ~+ 
F*F d >(F b Dy ®g D Y i) ^— F*F;(V Y , ® A i F b Dy) 

f*f^(v y , ®», Dy) ^— f*f;f>(v y , ® à £ yi Dy,), 

où D Y i ®§ y , Dy (resp. Dy 83 , Dy) signifie que, pour calculer le produit tensoriel, on utilise la structure de 
Dy/-module à gauche (resp. à droite) du terme Dy/ de gauche et la structure de Dy-module à gauche du terme 
D Y i de droite; de même pour les termes analogues. On remarque que Dy ; D Y i (resp. D Y i (g>!g ; Dy) est un 

(Dy d , g Dy/ , Dy d )-trimodule (resp. un ( g Dy , Dy d , Dy/ d )-trimodule), la structure « du milieu » étant la structure « pro- 
duit tensoriel » et les deux autres, structure gauche et structure droite, sont induites par fonctorialité. 

Le diagramme 11.4.6.11 est commutatif. En effet, on établit par fonctorialité la commutativité du carré du haut 
de I1.4.6.T1 De plus, le diagramme [Car05a, 2.1.8.1] signifiant la compatibilité à Frobenius de l'isomorphisme de 
transposition du Dy -module à gauche F b Dy, noté Jpbq^ , correspond au rectangle (du milieu) du dia gramme 1 1 . 4 . 6 . il 
Enfin, pour vérifier la commutativité du carré du bas, par fonctorialité et comme cela est local, il suffit de le calculer 
dans le cas relevable et sans les fondeurs « F*F d » (pour les termes de gauche) ou « F*F g » (pour les termes de 
droite) : Soient (j), P' des sections locales respectives de JCom^^ (23y,Sy/), Dy;. Par Dy -linéarité, il suffit de vérifier 

que 1 (g> (F'(g)(j)) s'envoie via les deux flèches Dy/ ®^ , F b Dy —* F g (Dy <g)!g ; Dy/) sur le même élément. Or, par le 
chemin du haut, 1 ® (F' ® (()) 1— > (P' ® <|)) ® 1 1— > (F' ® 1) g) § (le premier calcul est la caractérisation de Y^j, , donnée 
dans [BerOO, 1.3.1]). Le second chemin donne 1 (g) (F' <g><|)) 1— ► (1 (g) F') (g)<j) 1— > (F' (g 1 ) <g> (]). D'où la commutativité de 

II. 4.6.11 
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Déduisons-en à présent la commutativité du diagramme ci-dessous : 



Ruo4& x ®% x (T>x^ Y ®v x V X ^ Y )) < — Ru ,{à x ®% x Px-r ® h -i % u l D Y )) (1.4.6.2) 

]R M0 *(«x ®© 2 «5(I>r (8>§ y Dy)) -< ^ M M0 *(œ x m5(D f ®£ r Dr)) 

M«o*(5x ®^, x u* F*F^CD Y > ®%, , D r )) K M0 *(Sx ^F*F g b F d b (Œ) r ®^ Dy,)) 

~+ y ^ 

Ru ,F^(m ®\ )x u* F*(D Y , ®f F , Dy,)) mi *F^(m ®% x u* F*(D Y , < g y/ D r )) 

projj~ ' proj4~ 

F^Ru ,(m ®^ x u*F*(D Y , ®f F/ Dr,)) ^— F^Ru *(m ®^ x u* F*(D Y/ ®%, %')) 
F]F g W(œ* ®^ x , <(Dy, ®f„ Dr')) F g b F d W(c>x' i#(0V ®f y/ Dy,)) 

F d b F g b Kw *(5x' ®B x Dx'^r)) ^ ^g^R«o*(Sx' ® L % (%^y ® M -i Sy , " ^r'))- 

Le deuxième carré en partant du haut est commutatif car il est l'image par le foncteur Mmo*(Sx ®\) x Lmq( — )) de 
11.4.6. 1 1 (il n'y a pas d'ambiguïté pour calculer Mq car D Y i ®^ / Dy/ et Dr ®!^ y ©y sont munis d'une unique structure 
de Dyt-module à gauche). La commutativité des carrés du haut et du bas s'obtient par définition (des morphismes du 
haut et du bas) tandis que celle des deux autres s'établit par fonctorialité. Pour obtenir celle du troisième carré du haut, 
il suffit de l'établir sans le foncteur R«q*. En résolvant platement a>x, on se ramène à le vérifier sans le symbole L, ce 
qui découle d'un calcul local (en se ramenant au cas relevable : voir[T|i. Le diagramme ll.4.6.2l est donc commutatif. 

1.4.7. Vérifions à présent que le morphisme composé de droite de |1.4. 5.11 est égal à celui de gauche de 11 . 4.6.21 On 
bénéficie du diagramme commutatif ci-après : 

Dx^y ®s x Dx^y s u* {Dy ®f y Dy) (1.4.7.1) 

~\ ~+ 
u*F*F b D Y , ®s x u* Q F*F b D Y , -s-^ Uq(F*F^D y > ®f y F*F b D Y ,) 

~{ ~+ 
F^(u* F*D Y , ® %x UqF*D Y i) ^— F^u* (F*D Y , ®f y F* Dr') 
~| ~| 
F^(F*D x ^y> ®v x F*D„) F^ g u* F*(D Y , ®«, D r ) 

~{ ~j 
F]F g ^*(D x ^r' ®3 X , D x ,^ r ) F^F b g F*u'*(D Y , ®f y/ D r ). 

En effet, la commutativité du rectangle (en bas) et du carré du milieu s'établit par un calcul local (en se ramenant au 
cas relevable : voirH} tandis que celle du carré du haut est fonctorielle. En appliquant le foncteur Ruo*(&x ®r> x ~ ) au 
diagramme commutatif 1 1 .4.7. fi on vérifie par fonctorialité l'égalité entre le composé de droite de ll.4.5.f1 et celui de 
gauche de ll.4.6.2l 

1.4.8. Soient M G D~(uq 1 D Y i ) et £Fe D~ C ( S D Y ). On calcule que le diagramme canonique 



"o Rho*(M)®V J (1.4.8.1) 

"o °1 proj ' 



R«o*(M®S u l (D Y ®v y $)) ^_ R M0 ,(M) ®^, v (Dy ® Sy J), 

M proj 
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où les flèches horizontales sont les isomorphismes de projection, est commutatif. De même en remplaçant Dy par Dy/ 
et By par Sy/. On remarque que la commutativité de 1 1 . 4 . 8 . il implique que le morphisme du haut est Dy-linéaire. 
Considérons le diagramme : 



Rm *(cox ®v x T>x^y ®„ q i 3y u Dy) - Km *(cûx ®v x Dx^f) ®H Y Dy (1.4.8.2) 

Rm *(cox ®b x D x ^f ®„ o ijj, «o 'Dy) < Rm *(«x D x ^f) ®d k D y 

-4 P "' ! ~| 

(c5x ® F*F"D X ^ Y , ® UqF*F^F^T) y ,) ^ — ~ R M0 ,(Ô X ® F*F b D z /^ r ) ® F*F^D Y , 

Vx Wq1>y P r °J Bi Dy Ê 

proj{~ ~| 

F d b F b (R M0 *(Sx I F*F b D x /^ r / 8> «o^^f')) -*^FM(RHo*(é5 x ® F^D^y,) g, F*B«), 

2>x K^Dy proj s D x Dy 

où Dy/ := Dy/ ®!g / Dy/ et D F := Dy ®!g Dy. Par ll.4.8.Tl le carré du haut est commutatif, tandis que celui du milieu 
l'est par fonctorialité et celui du bas par transitivité des morphismes de projection. 
Étudions le diagramme ci-dessous : 

Rm *(5x I F*F b T> x ,^ Y , ® u l F*T) 2 Y ,)^ ~ R MOt (œx è F*F , D X ,^ Y ,) ® F*T>h 

®x u [ D Y P r °j D x Dy 

l~ t~ 

(Ô5x ® F*D X /^ F / ® u^F'Dy, <g> « 'F*Dy,) , ~ Rmq^Wx I F*D X /^ F / ® i^Dy/) (g) F*D y , 

B ï «q^ Dy/ «(/Dy Proj D* «ô^y/ 



ÊM *(œx è F*D X /^ F / ® u^(F ] "Dyi <g> F*D y ,)) < ~ R Mo *(œx ® F*D x ,^ y ,) <g> (F b Dy/ ® F*D£,) 

D x Hq Dy/ proj D x B y , Dy 



4 ~j 



^mo*(cox' <8 Dx'^f' ® M^Dy,)^ ~ ]R«o*(œx' ® ® 



%/ «ô'Dy/ P ro J D x , Dy/ 

L _ L 

(cûx' ® Dx'-.j'/ m Df') -s Rmo*(o>x' <8> î'x'-.y) ® Î>f'- 

VX' «o'Sy, PrOj D X , 3 y, 

(1.4.8.3) 

Le deuxième carré du haut de 11 . 4.8.31 est commutatif par transitivité des morphismes de projection, tandis que celui 
du bas l'est par ll.4.8Tl et les deux autres le sont par fonctorialité. Le diagramme 1 1 .4.8 . 31 est donc commutatif. En lui 
appliquant F\Fg puis en le composant avec ll.4.8~2l on parvient au diagramme commutatif : 

Ru Q ,(& X ®\ x Dx^F ®„ o l By U Q X T>y) M0 +(C0x) ®3y Dy (1.4.8.4) 

F d ^(R« *(œx' ®\, V X ,^ Y , ® u ^ y « 'Dy/)) F^(u' 0+ ((ù x r) ® %Y , Dy,). 

I. 4.9. Établissons maintenant que le morphisme composé de droite de 11 . 4.6.21 est égal au morphisme de gauche de 

II. 4.8.41 

Grâce à la commutativité du diagramme du haut de (ICar OSâl 1.4.15.1]), pour tout Dy/-module à gauche 5F', le 
composé F*3' Dy ®d y F*"J' F*F b V Y > ®d y F*"J' ^ F*T)y, ® Vyl 3* est égal à l'isomorphisme canonique 

F*J' -—> F*D Y i ®d y , 3". H s'en suit que l'isomorphisme composé UqF*(3') (u'l ) F*T)yi) 8^1^ u'qJ' du contour 



14 



du diagramme 



D 



.u* F*F^"D r ^ Vï u^' 



F* 



o „-i- v «o ^ ®« 'd, «of*9* «o^r ® u -^ Yl «tf^OV ®„ 6 i Dy "o 1 ^^' 



4 



(1.4.9.1) 

passant par le haut puis la droite est l'isomorphisme canonique. Via un calcul local, il en découle la commutativité du 
contour de |1.4.9.î1 Comme celle des carrés se vérifie par fonctorialité, 1 1 ,4.9TT1 est commutatif. 
Considérons le diagramme suivant : 



(1.4.9.2) 



X'^Y' 



u l F b, D Y , ® u'qF*T>yi) 



U l Dy, 



Comme D^'^y = UqT> y >, en appliquant Rho*(cûy: ®^> x — ) au trapèze de 11.4.9.11 pour £f = D Y , (ce dernier est 
muni d'une unique structure canonique de T> Y i -module à gauche), on obtient le rectangle du haut de 11.4.9.21 La 
commutativité du carré du milieu s'établit par fonctorialité. Pour vérifier celle du carré du bas, on peut y omettre 
Rmo*((%' ®\> x i ~)> ce 1 u i résulte alors d'un calcul local immédiat. 

En appliquant F^Fg à |1.4.9.2| et en le composant au diagramme commutatif ci-dessous 

t (& x ®\, x CDx^r ®„-i Sy Uq^y)) = R«o*(«x (px^r <H>„-i 3y "ô^r)) 



o D y 



R Mo *(Sx ®b x "o^f) ~ K "o*(Sx 'Dx^f ® Uq i Dy « ^f) 

proj|~ proj|~ 

on obtient un diagramme commutatif dont le morphisme composé de gauche est égal à celui de droite de ll.4.6.2l et 
dont celui de droite s'identifie au morphisme de gauche de ll.4.8.41 
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Proposition 1.4.10. Pour tout M' G D (X>x' d ), on dispose du diagramme commutatif : 

WKom< Dr {u OJr {F ] >'M!),uo + {(à x ®T ix D x ^y)) z *■ M5Com I , I ,(MQ + (F b M / ),Mo+(œx) ®s Y T>y) 

]ELKom :Dy (F b H^.(M , ),iHM-(œx ®s x R5fom Cy (F^(, + (M'),Mo+(œx) ®s y ©y) 

~| ~| 

MMom î)y ( J F b M[ )+ (M'), J F g ^(^ + (cû x , ®s x , RM 0mBr (F^MO^F^w^OOy) Dy/)) 

RJComojy, (MQ + (M'),F d b Mo + (ô3 x / - »» R:K m Dy ^+( M 0,^"o + ( 5 *') ® Sy , D y ,)) 

F b R%omv Y ,{u' 0+ {'M.'),u' Çl+ {u xl ®v x , Dx'^y')) z ^ F b RXomv y , («(, + (M'),«(,+ (a)x') Dy), 

(1.4.10.1) 

oii les flèches verticales du haut sont induites par \1.1.3J\ 

Démonstration. En composant 11.4.5.11 11.4.6.21 et 11.4.8.41 (grâce à 11.4.71 et 11.4.91 ces compositions ont un sens) on 
obtient (modulo F^Fg — ► ^g^p I e diagramme commutatif : 

u 0+ {(S)x®i, x T>x^y) ^u +(& x )®% y ?>y (1.4.10.2) 

F b g F b u> 0+ (a x , V x ,^ r ) F d b f* (w' 0+ (c5 x ,) ®v yl Vy,). 

En lui appliquant WHom<ri Y i (F b i<Q + (M'), — ), il vient le deuxième carré du haut de 11 .4. ÎOTTI Enfin, les trois autres le 
sont par fonctorialité. □ 

1.5 Résultat par composition des trois précédents morphismes construits 

Théorème 1.5.1. Avec les notations du chapitre\î\ on dispose, pour tout M' G D~(D x / d ), du diagramme commutatif 
suivant 

M +B(F b M') ^RJfomi, r (Mo+(F b M'),Mo+(œx)®s y 'DF)[t/x] (1.5.1.1) 

F b ^ + B(M') ^F b WKom^ Y ,(u' 0+ (M'),u' 0+ ((O xl )^ Y , Dr)[d x ]. 

Démonstration. On vérifie que le morphisme composé de droite de 11 .2.2. Ï1 est égal, modulo Cû^' ^X'->y' 
ft>x' ®:Bw ®ï>w ^X'-^Y't au morphisme composé de gauche de 11 .3.5. fi De plus, le composé de droite de 11 .3.5. fi 
est celui de gauche de l 1 .4. ÎOTTI En composant ll.2.2.llll.3.5.1l et ll.4.10.n on aboutit alors au diagramme ci-dessous : 

UQ+iWKom-o^M' \tox®v£>x)) — »- WKom- DY {uQ + {F ,, M'),UQ + {(h x ) <8> By 2)y) (1.5.1.2) 

F b u' 0+ {WKomv x , (M',(0 X i ®s x ,Dy ) ) ■*■ F b WKomv y , (u' 0+ (M') , u' 0+ (œ x , ) «a^Dy, ) . 

On conclut via 11.2.1.11 et [L231 □ 

1.5.2 (Dernière étape de la construction de l'isomorphisme de dualité relative : le morphisme trace.). D'après le 
théorème ci-dessus, pour tout M' G D~(D x i A ), le morphisme canonique 

u' 0+ B(M') — > R%omv Y ,(uo + (M'),u' 0+ ((d x >) î> Y >)[d x >] (1.5.2.1) 

est compatible à Frobenius. Dans le cas relevable (voir[TJ, Virrion a construit un morphisme trace (|Vir04|) Tr + : 
u + ((û X i)[d X i] — » ©y/[rfy/]. Lorsque «q lr By et X sont Tor-indépendants, il en résulte le morphisme trace Tr + : u + ((O x i)[d X t] 
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Cûy [dyi], car d'après Virrion (voir [ Vir04|), avec cette hypothèse l'image directe commute à l'extension via Oy — > CBy. 
On en déduit par fonctorialité le premier morphisme : 

WHom-Ei^ (u + (M') , u + (cox' )® r B Y , T> Y ')[d X '] — > RJComn F , (w + (M'),COy' ®s 7 , Dw+(M'). (1.5.2.2) 

En composant |1.5.2.l| avec |1.5.2.2| on obtient le morphisme m + B(M') — + Bm + (M') construit par Virrion dans ([ Vir04|). 
Lorsque M' G Dp^D^) et S est régulier, Virrion a prouvé que celui-ci est un isomorphisme. On l'appelle isomor- 
phisme de dualité relative. 

Pour établir que F isomorphisme de dualité relative est compatible à Frobenius, il suffit de démontrer que le mor- 
phisme trace Tr + : u + ((0 X ')[dx'] ~~ > Cûy[^y] l'est. C'est ce que nous ferons au niveau des schémas formels dans le 
deuxième chapitre dans le cas d'une immersion fermée. 

1.6 Compatibilité au changement de niveaux 

Afin de vérifier que l' isomorphisme de dualité relative d'une immersion fermée est compatible à Frobenius, nous 
aurons besoin de vérifier sa compatibilité au changement de niveau sur les schémas (plus précisément, afin d'obtenir 
12.4.3.21 ). En effet, comme nous travaillerons avec des complexes quasi-cohérents (au sens de Berthelot) sur les V- 
schémas formels lisses, cette compatibilité sur les schémas sera requise. Notons que comme, pour tout V-schéma 

formel X lisse, les extensions CD^™q — > CD^q 1 ' sont pl ates > l a version "formelle tensorisé par Q" de cette section est 
facile à vérifier (e.g., l'analogue formel tensorisé par Q de |1.6.7| et donc de |l. 6.121 sont aisément validé sans supposer 
que uq est une immersion fermée). 

Fixons deux entiers naturels m' > m. Nous noterons alors dans toutes ces sections, CD? := H x ®o x CD, , CD? := 

CB^"'' (g> 0x CdI'"''. De plus, on pose CBx := CB^ m) , u + := © := D (m) ; ^x ■= ^ , ïï + := u$, B := B (m '\ De 
même, en remplaçant X par Y. 

Nous supposons dans cette section que le faisceau CDy est Tor-dimension finie à droite et à gauche sur CDy (e.g., 
lorsque CB£ m) = X d'après HBer02| 1.2.6]). 

1.6.1. Soient M G £T (CD x d ), N G D+(CDx d ,CDx d ), N G D+(CDx d ,CDx d ) et N -> N un morphisme CDx-bilinéaire. On 
pose M := M ®\> x CDx- On dispose du morphisme de changement de niveau 

WKomv x (M, ÇNf) -» WKom<r> x (M, N) ^ K5f om 5 (M, î\f), 

où l'isomorphisme de droite se calcule en résolvant M par des CDx-modules à droites plats et N par des CDx-bimodules 
à droites injectifs (on utilise le lemme de [VirOO 1.1.4]). 

Il en découle en particulier le morphisme de changement de niveau du fondeur dual B(M) — ► B(M). 

1.6.2. Soient M G D (CDx d ) et M := M ®\) x Dx- On dispose du morphisme canonique de changement de niveaux de 
l'image directe mo+(M) — > 5o+(M). Il se construit via l'un des deux composé du diagramme commutatif suivant : 

u 0+ (M) =M M0 *(M®^CD x ^y) -»-Riio.(M(g)^Dx- > F) (1.6.2.1) 
Rao.(M<8>!k z CDx^y) ->• Rwo»CM ®| x CDx^y) = « 0+ (M). 

1.6.3. Soient M G D" (CDx") et M :=M®\ )x T) x . L'isomorphisme de transposition ô ( IIBerOOl 1.3. 1]) de CO^ ® T>X T> x 
est compatible au changement de niveaux, i.e., le diagramme 

S^WcDx *4"°<8>*.Ê* 
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est commutatif. En effet, avec les formules [Ber96b 2.2.3.1] et [BerOO, 1.3.3.1], cela dérive d'un calcul local. On en 
déduit la commutativité de la partie gauche du diagramme suivant : 

"o+D(M) R«o* (WKomrQ x (M, co^ ® Sx D x ) ®% x D X ^ Y ) = R«o* (RJCom^ (M, œjj^ ® 3x T) x ) ^ D X ^ Y ) 

M.u^{WKom Vx {MM x ] ®5 X ^) ®k Ru *(mtomv x (M, 5)^"'' ®^ D x ) ®| B^r) 

M0 +D(M) — ^ R W( ,*(KM omÈ;f (M,4 m,) ®5 X 5 X ) ®% x V X ^ Y ) ^ Ri(o* (Mom^ (M, S^™'' ®^ £>x) ^ B^r) 

| f II 

«o+D(M) — J-s- R"o* (RMom^ (M, rô^™'- 1 ® %x V x ) ®^ _ R^Rttom^ (M.râif ®% x Vx)®\ x ^x^y)- 

(1.6.3.2) 

Celle de la partie droite se vérifie par fonctorialité ou définition. 

Proposition 1.6.4. Soient M G D (D x d ) et M := M ®\> x r D X - On bénéficie du diagramme commutatif suivant : 

Rmo* (WKomv x (M, (ôj^ Dx) £>x^r) — >■ Ru *RKomv x (M, fij^ <8> 23t î>x^y) (1.6.4.1) 

I I 

Mmo* (MIKomi^ (M, œ^™'' Dx) ®~ ©x^y) — >- MMo*M5Co/n Dx (M, ©x^y) 

t ' t 

Mu 0t (R%om^ x {M,â^' ] T> x ) 8% D X -»r) KiioJKKom^ (M, ® 5x D*-*). 

Démonstration. Par fonctorialité, il suffit de l'établir sans les foncteurs Rmo*. Pour vérifier la commutativité du carré 
du haut, on se ramène par fonctorialité à l'établir pour co^™ ' D x à la place de œ^"' <g>s x Dx et co^" ' ®% x 

T) x ®Ï5 Dx^y à la place de <E>s x Dx^y. Pour cela, il s'agit de résoudre M par des D^-modules à droite 
plats, G)^" ' ®>% x Dx par des Dx-bimodules à droite injectifs, de prendre des résolutions finies de Dx^y par des 
(T>x,Uq 1 Dy)-bimodules plats, de Dx^y par des (D x ,Uq 'Dy^bimodules plats (compatibles avec le morphisme 
Dx->y — ► Dx^y). 

Enfin, pour obtenir celle du carré du bas, on résout M par des Dx-modules à droite plats, Cû^- Dx par des 

Dx-bimodules à droite injectifs, Dx^y par des (Dx, Ma Dy)-bimodules plats. □ 

Afin d'établir fl .6.61 nous aurons besoin du lemme ci-dessous. 

Lemme 1.6.5. Soient M G D~(D x d ), N G D+(Dx d ) et M :— M (giîp "Dx- On dispose du diagramme commutatif 

MJComo, z (M,X) *~SXom^(M^ x Vx-+r,X8k x Vx-+r) (1.6.5.1) 

RMom M -, Br (M ®^ D x ^y , N ®| x Dx^y ) 
i~ 

5x (M, X) KJCom^ 5y (M ®t D x ^y , N Dx^y ) . 



Démonstration. Donnons d'abord la construction de l'isomorphisme de droite du bas de 1 1 .6.5. fi Comme u x Dy et 
Uq 1 T) y sont Mq 1, B}'-plats à gauche (et à droite), il s'en suit : D X ^ Y <8> L _i„ «o 'Dy D x ^y- D'où : 

Uq Dy 

M®% x V x ^y u Q l V Y M®^ x V X ^Y M®| x Dx^y. (1.6.5.2) 
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On en déduit l'isomorphisme de droite du bas de ll.6.5.fl 

En résolvant M par des D^-modules à droite plats, N par des Dx-modules à droite injectifs, Dx^f par des 
(T>x,Uq Dj^-bimodules plats, T>x^y par des (î>x, Uq T>y )-bimodules plats (et ce de façon bornée et compatible), on 
se ramène à établir la commutativité de |1.6.5.îl sans les symboles K et L, ce qui se vérifie à la main. □ 

Proposition 1.6.6. Soient M € D (Dx d ) et M := M ®ïp x I>x- On bénéficie du diagramme commutatif ci-après : 

^u^WKom^ x {uMx ] ®v x Dx^f) ^uo*WKom u A Dy (M ®% x T> x ^y, # ® Bjf Dx^f) ®b x ^Jr-r) 

\ ' I 

Ru ,R3iom ï>x {MMx' ) ®% x ^x^y) »- mto*miom u .i^ Y {M®% x r D x ^Y,{«^ ) ®^ x ®x-+r) ®% x Vx^y) 



M3ïom u .i Vy (M®^ x Vx^yMx ' ®v x ^y) ®% x Vx^y) 



I 



RH »M5ton Si (M,îS^ 1 } ® ëx ÏW) RuoJELHom^^CMst Dx^f, (œf J ® ëx Dx^f) ®t ©x^f), 

(1.6.6.1) 

afonf l'isomorphisme de droite du bas est induit par \1.6.5J\ 

Démonstration. La commutativité du rectangle du bas dérive de ll.6.5l tandis que celle du carré supérieur se vérifie par 
fonctorialité. □ 

Lemme 1.6.7. On suppose que uq est une immersion fermée. Soient N G D (u'qDy), N S D + (u'qDy ,WqDy). Le 
diagramme suivant est commutatif : 

Mo*RWom„ o , Bi ,(N,K) - >EJ{ O mB r (%(N), M0t (X)) (1.6.7.1) 

B9£om 5r («0*(>Q 5y),M *M) 

~ f proj 

Mom^^ÇN^.^ u i! Dy,Î<) ^ EJCom 5y (w *(N(g>^ llly m 1 î)f),mo*(S')). 



Démonstration. Il suffit de résoudre [M par des u l Dy-modules plats et Usf par des u Q l D^-bimodules injectifs. □ 
Remarques 1.6.8. Il est possible que l'hypothèse de ll.6.7l que uq est une immersion fermée soit inutile. 

Proposition 1.6.9. On suppose que uq est une immersion fermée. Soient M G D~(Dx â ) et M := M®!^ T>x- Le 
diagramme suivant 

%RKom s .i Dï (M ®% x D x ^r, # ®n x ©x^f) ®\ Dx-y) RMom^ (w + (M) ®s x ÎW)) 

I I 

Mo *K^om [(olDr (M®^ x Dx^f, (4 m ° ®i x Vx^y) ®% x 2>x^y) WKom^ Y {uo + {l^),m+{^x' ] ® %x © x ^f)) 

t ( ' A t 

« ,EJC O m M . I53y (M8)| x ÏW, (œj? ® §x ©x^f) ®| x 2W) MJf m Èr (5 +(M),ûo + (^"' ) ® 5x ©x^y)) 

(1.6.9.1) 

esf commutatif. 
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Démonstration. La commutativité du carré du haut de |1.6.9.f| se prouve par fonctorialité. Traitons à présent celle du 
bas. On vérifie avec ll.6.2~T1 que l'on dispose du diagramme commutatif canonique : 



u 0+ (M) — u *(M®% x V x ^y) «o*(M(8^ T Dx^y) ®\, y Vy (1.6.9.2) 

dont l'isomorphisme du bas est l'image par uq* de 11.6.5.21 la flèche de gauche est le morphisme de changement 
de niveaux de l'image directe de 11. 6. 2. Il Pour vérifier la commutativité du carré du bas de 11.6.9.11 il suffit alors 

d'appliquer le lemme ll.6.7l au cas où N = M ®\ x D x ^y et N : (œjf } ®g x CDx^y ) ®~ Dx^y . 

□ 

femme 1.6.10. Soient M (resp. M) wn Dx-module à droite (resp. Dx-module à droite), £ et 5F (resp. £ ef 3^ c/ewx 
T>x-modules à gauche (resp. T>x-modules à gauche). Soient a : £ — > £, : ? — > 3% c : M — ► M t/es morphisme 
T>x-linéaires. On dispose alors du diagramme commutatif suivant : 

(M ® Sx £) ®d x ? — c->- M ®» x (£ ®s x 30 (1.6. 10.1) 

i i 

(M ® %x £) ® £x ? M ( £ ®s x 

Démonstration. L'isomorphisme du haut est le composé (M ®s x £) ®d x 5F M ®t> x (^x ®i, x £) ®t> x ^ — 7* 

M ®t> x (£ ®<b x Dr) ®£> x ? — ■* 3VC <g>D x (£ Cg)s x 7). Soient m, / et e des sections locales respectives de M, 3 r et 
£. Comme Ye(l (8>e) = e <g> 1 (voir jBerOO, 1.3.1]), on calcule que (m ®e)®f s'envoie via cet isomorphisme sur 
m <g> (e (8) /). De même pour l'isomorphisme du bas. Il en résulte que quelque soit le chemin de 11.6.10.11 (M ®s x 

£) ®-d x 3"— > (£ 5F) choisi, (m®e)®f s'envoie sur c(m) (g) (a(e)®b(f)). □ 

Proposition 1.6.11. Soient M G Z) (Dx* 1 ) ef M := M ®ïf, x Dx- £e diagramme commutatif ci-contre 

WKomvy (u Q+ (M) , «o+ (5x m) ® s x ^x-r )) WKom-o Y (u Q+ (M) , m + (œ x " ) ) ® s F Dy ) (1.6.11.1) 
mfomv r (u 0+ (M),û 0+ (a$ !) ®s x Ex-y)) MJCom 1)F (Mo + (M),So + (co[ m ' ) ) ® %y Dy) 

MJ{om Êr (So+(M),So+(œx m ' ) ®s x %-y)) MMom 5f ,(S 0+ (M),S 0+ (œ x "' ) ) <g> 5y Dy). 
esf commutatif. 

Démonstration. En résolvant CDx^y par des (Dx,«o 1 23y)-bimodules plats, Dx^y par des (Dx,«o 1 Dy)-bimodules 
plats (et ce de façon compatible), il découle de ll.6.10TT1 (qui implique aussi que — — préserve la T>x -platitude à 
gauche) la commutativité du carré : 

,((4 m) ®v x Dx^y) ®\ V x ^y) ~^7+ K M0 *(4 n) ®d x (Vx^y ®v x Dx-r)) (1.6.11.2) 

i , i 

,((4 m,) ®3 X D x^y) ®\ x 2W) K M0 *(4 m,) V>x^r ©x^y)). 



20 



De plus, comme l'isomorphisme de transposition est compatible au changement de niveaux, on obtient la commu- 
tativité du carré gauche du diagramme ci-après 



I » " \ 

A D x -Bx ~ ^ M -l Sy proj 23x -"y 

(1.6.11.3) 

Le carré de droite est commutatif par fonctorialité. En mettant bout à bout 11. 6.1 1.2l et [L6.1 1.31 on obtient la commu- 
tativité de 

«o+(4 m) ®% 2W) -^7+ mo+(4" ) ) V Y (1.6.11.4) 

En appliquant MJ{omD y («o+(M), — ) à |l. 6.1 1.41 on obtient le carré du haut de |l .6. 1 lTTI Comme le carré du bas de 
Il .6. 1 1 . ll est commutatif par fonctorialité, 1 1 .6. 1 1 . Il est commutatif. □ 

Théorème 1.6.12. On suppose que uq est une immersion fermée. Soient M G D~(Dx d ) et M :— M ®ïp x ^x- ® n 
dispose du diagramme commutatif suivant : 

Mo+ B(M) ^RMom VY (uo+{M),u 0+ ((à { x ) )^ r 'DY){dx} (1.6.12.1) 

w +D(M) s- WKorrifi (So + (M),Mo + (co[ m } ) (g> % T> Y )[d x \. 



Démonstration. Il suffit de composer [T33^ll.6.4.1|[r6ÂT1ll.6.9.llll.6.11.1l □ 

I. 6.13. Avec les notations 11.6.121 plaçons-nous dans le « cas relevable ». Supposons u propre, Mq T5 y et Ox Tor- 
indépendants. Virrion a construit le morphisme trace Tr + : u+((dx)[dx] — > ©y[rfy] et vérifié sa compatibilité au 
changement de niveaux (voir IVir04l ). Il en résulte qu'il en est de même du morphisme déduit par extension Tr + : 
u + (jS>x ) [dx] ~ > 5>f"' [dy] (voir l 1.5.2V On en déduit que le carré supérieur du diagramme ci-après 

RJfomD F ( M+ (M),w + (5^ m) ) ® 3r D Y )[d x } — ^ WKom^ (u+fM),^ ®s r £y)[</y] (1.6.13.1) 

I ' I 

EJComDy (M + (M),M + (œ[ ffl ' ) ) ® 5y Dy)[d z ] — EJCom ï , y (M + (M),c5jf' ) ® 5y Dy)[dy] 

t ^ t / 

R7ïom i)Y (ïï + (M) 7 ïï + ((o { x' ) ) T> Y )[dx\ WKom^ (5+ (M) , ® gy Dy)[dy] 

est commutatif. La commutativité du carré inférieur étant fonctorielle, il en dérive celle de 11.6.1 3TTI En composant 

II. 6.12.1l et ll.6.13.Tl on obtient le carré de gauche du diagramme 

M+ D(M) ^miomv Y {u+{M)MY l) ®VyV Y )[d Y ] -^D M+ (M) (1.6.13.2) 

J * \ 

m+D(M) WKom^ïï+iJA),^ ® iy T> Y )[d Y ] DS+(M), 

dont les flèches horizontales de droite sont induites par les isomorphismes de transposition. Il dérive de 11.6.3.11 la 
commutativité du carré de droite de I1.6.13T21 Lorsque M G D^ oh (T>x d ), la commutativité du diagramme 11.6.1 3l2l 
indique que l'isomorphisme de dualité relative % : m + D(M) — ► Bm + (M) est compatible au changement de niveau. 
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1.6.14. Supposons que uq soit une immersion fermée. Soient m! >m deux entiers, M' G D (D^"' d ) et N' := M' <8> L (m) 



\ On dispose du diagramme commutatif : 



£ 'Kom [u, 



K+')[hrl „( m '+ s ) /™( m '+ s ) 



(M 



■By 



(m'+sk 



4™ + ' î) » (ffl+î) (^ b M')[-dz] 



. RKom (4+ +î) ^M', 4™ +s) (4 m+î) 



D 




CN<)Hfr] 



<T)< m ) S y/ 



»(M')[-4]' 



.F b EMom(4+ ) (M'),4+ , (4™ ) ) ® ^rb. 



TV" 



(1.6.14.1) 

En effet, la commutativité des faces horizontales résultent de 1 1 . 6 . 1 2l celle de devant et de derrière découlent de ll.5.11 
Pour établir la comutativité du carré de gauche de ll.6.14~Tl il s'agit de vérifier que les isomorphismes de commutation 
à Frobenius de l'image directe et du foncteur dual sont compatibles aux morphismes de changement de niveau. Or, 
en reprenant la construction de l'isomorphisme £i™ +s) ® 0x D^ n+s) F*F i >('B { ™ ) ®o x , D$) de MBerOOl 2.5.2], on 
vérifie que la commutativité du diagramme canonique 



4 m+S) ®Ox ^X +S) 



(m'+s) 



(m'+s) 



■F*F\$P® 0jf 'DP) 



(1.6.14.2) 



On en déduit que l'isomorphisme de commutation à Frobenius du foncteur dual (voir 11.1.41 est compatible au chan- 



gement de niveau. Il résulte de la commutativité de |1.6.14T2l que l'isomorphisme F'M* ( 



M' <g> , m /) („/, £' fonctoriel en M' G £T ('B^' ) ' 



) 0z , D^' )d ) et £'£D-(< 



)o z , Dy ) est compatible au 

changement de niveaux (pour le voir, il s'agit de reprendre sa construction dans [BerOO 2.5.7]). De plus, comme l'iso- 
morphisme de projection est compatible au changement de niveaux, il en est alors de même pour l'isomorphisme de 
commutation de l'image directe à Frobenius (construit en ll.l.3.ll . On procède de même pour vérifier la commutativité 
du diagramme de droite. 



2 Isomorphisme de dualité relative : cas des schémas formels 

Soit V un anneau de valuation discrète complet d'inégales caractéristiques (0, p), de corps résiduel k. On fixe 
K une uniformisante de V, s un entier et a : V V un relèvement de la puissance s-ème de l'automorphisme de 
Frobenius de k. Conformément aux notations du chapitre Q] pour tout fc-schéma lisse X, F sera le Frobenius relatif 
F^ s où S — SpecA:. 

Lorsque nous considérerons des produits de V-schémas formels (resp. Ai-schémas), nous omettrons d'indiquer Spf V 
(resp. Specfc). Enfin, pour tout faisceau abélien M, on posera Mq := M<g>zQ- 

2.1 Notations 

Nous garderons les notations suivantes : Soient X et y deux V-schémas formels lisses, uq : X — > Y un morphisme 
propre entre les fibres spéciales, Xi et F, les schémas déduits respectivement de X et y par réduction modulo 7t i+1 (e.g. 
Xq = X), T un diviseur de Y tel que Tx := Mq (T) soit un diviseur de X. On désigne par X' (resp. y') le V-schéma 
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formel déduit par changement de base par a de X (resp. y), u' : X' <^-> F' l'immersion fermée induite, T' et T x > les 
images inverses par o respectives de 7" et Tx sur y' et X'. 

Les définitions et notations concernant les complexes quasi-cohérents seront celles de |Ber02 3.2 et 4.2]. 

2.1.1. • Pour tout entier m, notons := cûj <Z>q x (7x), 5y := (ûx <8>o y By (7*), rox(^7x)Q := œ^.Q ®o ïtJ 
03e( t 7i) Q et Cûy( t r) Q := C0y,Q®o a . Q Oy( f r) Q , où S^ n) (r x ) et % { f(T) ont été construits en IIBer%bl 4.2.4]. On 
notera := B^T^Sc^, := bJV)^ D^, := B^T,) ® 0ï D^, Ç := sgV) ® 0ï 
î>[f !) . Soient MW G ^coh^x et M / m) : = M(m) ®~(m) ^if- ° n définit, de manière analogue à MCar06bl 1.1], 
l'image directe de M^ m ' par uq à singularités surconvergentes le long de T de niveau m en posant : 

u$ + ÇM.W) :=RK *(M (m) ^ (M) @ l 2HTx)®o x &£l y )). (2.1.1.1) 

Conformément aux notations du précédent chapitre, l'image directe de M- m ' par Mo à singularités surconvergentes le 
long de T de niveau m est défini en posant : K y + (M î - n ^) := Rmo*(m|" , ' > (B^^Tx) ®o x ^x"l,y ■))■ De manière 

analogue à [Ber02 3.5.5], on dispose aussi de l'isomorphisme canonique : 

«or ) + ( M(m) ) Mm4r+( M i m) )- 

! 

Lefoncteur dual sur X de niveau m et à singularités surconvergentes le long de Tx de se note : 

Bg^MM) := 4 m) ® %{m){Tx) miom~ {m) [jé^\%f[d x }). (2.1.1.2) 

. Soit M e D b coh {^xC T xh A )- O n dé nnit V image directe de M par uq à singularités surconvergentes le long de T 
en posant (on s'inspire de [Car06b, 1.1] et MBer02l 4.3.7]) : 



u 0T+ (M) := M M0 *(M®^ (tJi)o ( t r) Q ) 



(2.1.1.3) 



où Vl^CT) Q := lim ®^ ) (r x )êo ï S (m) 



Le fondeur dual sur X à singularités surconvergentes le long de Tx de M se note : 

B XJx (M) := &x CTxh® Ox0Txh RJ{om^ { , Txh (M,V f x CTx) q [d x }). (2.1.1.4) 

Si aucune confusion n'est possible, afin d'alléger on pourra aussi le noter Dr x . 

Enfin, l'image directe extraordinaire par uq à singularités surconvergentes le long de T de M se note : 

«on (M) =D y ,ro MO r+oBx,r x (M). (2.1.1.5) 

Pour toutes les opérations cohomologiques définies ci-dessus, lorsque le diviseur T est vide, il sera omis. 



2.2 Compatibilité à Frobenius du morphisme trace dans le cas d'une immersion fermée 
relevable 

On suppose dans cette section que Mo se relève en une immersion fermée u : X y. Nous prouvons ici que le 
morphisme trace de Virrion est compatible à Frobenius. Pour cela, nous construisons un morphisme trace compatible 
à Frobenius puis nous vérifions que ces deux morphismes traces sont égaux. 

On note m, : X[ — > Y, les réductions modulo n' + de u (de même en rajoutant des primes). De plus, les images 
directes et images inverses extraordinaires de niveau m (sans diviseur) par u (resp. uf) seront notées m+ et (resp. 

(m) K m )\ 

u i+ et u> ). 
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Notations 2.2.1. Nous noterons MLC^ le foncteur cohomologique local défini par Berthelot (voir BBer02l 4.4.4]. 
Remarquons que comme Xi est lisse, ce foncteur est canoniquement isomorphe au foncteur cohomologique local 
défini dans llCar04bl 21. 

2.2.2. Soient M, un î>^-module quasi-cohérent à droite et N; un D^-module quasi-cohérent à droite. 

On a l'isomorphisme canonique : J£°k|- (N,-) Uq 1 r Komo Y .(mo*(Dx,, N). On en déduit l'inclusion canonique 

Tr : uo*'H uf m \'Ni) — > N;. Lorsque N; est Oy, -cohérent, ce dernier est le morphisme trace (voir plus généralement le 
cas des morphismes finis voire propres dans |Har66l). 

On note T : Mo* (M,) — > m -7 (M,-) = Mo* (M; ® {„) u*Dy^) le morphisme canonique. 

Via l'isomorphisme canonique 

le morphisme Jfomo r . («o*0x,, N) — » (N;) se factorise par h|™ pourra consulter 

|Ber96a| pour la version « à gauche »). En outre, celui-ci s'inscrit dans le diagramme commutatif de gauche : 



Tf 

«o*M°"i (w) (H- 




(2.2.2.1) 



2.2.3. On identifiera M; et l K G uj m ' 1 wo*(M,) via l'isomorphisme !HPuf m ^Uo*0^i) ~* 3VC/. Avec cette identification, 

M° M( !(m) (Tr) : M «; (m) Mo*M M;. (m) (^) -► M° M : (m) (Ni) (resp. W M : (m) (T) : 5£°«j (w) «o»(Mf) K° u\ { " l) (M,)) de- 

vient l'identité de J(?uf- m ^ (N,-) (resp. le morphisme canonique M; — » ^«j^M^ (M,-)). On calcule d'ailleurs que le 

morphisme canonique M; — > J£°aj (M/) est un isomorphisme compatible à Frobenius. 

En appliquant M °m 1 !( " ,) à 12.2.2. Il (et via l'identification entre les deux termes IX e *uf m ' 'mo*(M,-) — ► M,), on obtient 
le diagramme commutatif 

5£° M ; (m) M W?C «] (m) (N,-) J^hJ^^ (2.2.3.1) 

l --— can « 

can | ~ Y can 

K° M ;. (m) (Ni) ^=^= W M ;. (m) (N,). 

2.2.4. Pour tout N* G D+ (CD^), il dérive de l2.2.2.1l et l2.2.3.1l les diagrammes commutatifs : 



u ( ^uf n) (N;) ffirW (Ni) M ; (m) « i ( ; ,) M i !(m) (N) uf m) Mr^ (N) (2.2.4. 1) 

« *«! (ffl) (N) — — n, „;('-) W) W) , 

dont les flèches horizontales du haut sont, par passage de gauche à droite de [Ber02, 4.4.5]), des isomorphismes. 

2.2.5. Soit NeD b coh (VlCT) Q d ) tel que uU^) £ D b coh (Z>l( f Tx)® d ). Rappelons que, d'après IÇarOôbJ 1.1.9 et 1.1.10], 
dans la catégorie des complexes quasi-cohérents les foncteurs w et u T (resp. u+ et uj+) sont (en omettant d'indiquer 

les foncteurs oublis) canoniquement isomorphes (sur les catégories de la forme LD h ($£ )d ) et LD° {1> { ' U )). Avec 

— * Q.qc ~~ * Q.qc 

l'équivalence de catégories lim : LD^ coh (D^ )d ) ^ D b coh (T>l ( + r) Q ) (voir HBer02l 4.2.4] ou HCar06bl 1.1.3]), on déduit 

alors du diagramme de gauche de |2.2.4. f| l' isomorphisme canonique a : ut+UjCN) —* IRTt(N). On vérifie en outre 
la compatibilité à Frobenius de a de la manière suivante : d'après l'analogue p-adique de Berthelot du théorème de 
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Kashiwara (voir MBer02l 5.3.3]), a est compatible à Frobenius si et seulement si w T (a) l'est. Or, par complétion et 
passage à la limite sur le niveau, il découle du diagramme de droite de !2.2.4. fi le suivant : 



KrÇN) ^-MjJClON) (2.2.5.1) 



U T U 



| ~ ^ can 

u'jÇN) = UjÇN). 

Par |Ber02, 5.3.3] (resp. |Car04b, 1.2.1 1]), la flèche de gauche (resp. de droite) est compatible à Frobenius. Comme le 
diagramme l2.2.5. fl est commutatif, on obtient la compatibilité à Frobenius de u T ((X). D'où celle de a. 

2.2.6. On dispose des isomorphismes canoniques «/"^(cûy, [c/y,]) — * tt>x, fe] compatibles à Frobenius. Il en découle 
M^((Dy Ç i T)Q[dY]) — > (£>x{ T Tx)q[dx]- Avec 12.2.51 on obtient alors l'isomorphisme canonique compatible à Frobenius : 
UT+(®xCT x )<Q,[dx]) ^ Rr^(œy( t r) Q [ l iy]). D'après llCar04bl 1.2.11], il en est de même de Rrjj(co y CT)q[d Y ]) -> 
Cûy ( T)q[dY]^ Le morphisme canonique Tr' r+ , que l'on définit par composition de la façon suivante : 

Tr' r+ : u T+ ((o x CT x ) Q [d x ]) W? x (ay ( + r) Q [rfy]) -> œ y ( + r) Q [^], (2.2.6.1) 

est ainsi compatible à Frobenius. 

Il dérive du diagramme de gauche de l2.2.4.fl par complétion, tensorisation par Q et passage à la limite sur le niveau, 
que Tr' r+ s'inscrit dans le diagramme commutatif 

«r+fogÇrxQo) î mvpT) Q [dr-dx] (2.2.6.2) 

T\ Ti t+ Il 

uo*(®xCTxh) 5 **<o»C T )Q[<b-àx]> 

où Tr7- + désigne le morphisme trace de flCar06bl 1.2.5,6] qui est obtenu par extension des scalaires via Dy q — » 
(^T)q à partir de celui construit par Virrion sans diviseur dans II Vir041 . 

Théorème 2.2.7. Avec les notations de \2.2.6\ les deux morphismes Trj+, Tiy_|_ : Ut+(o}3£,ÇTx)q) — > Cûy {^T)q[dY — dx] 
sont identiques. En particulier, le morphisme trace est compatible à Frobenius. 

Démonstration. En appliquant 3ï°u'j à |2.2.6.2| on obtient le diagramme commutatif : 

K°u' T u T+ ((0 X CTxh) l ^°u^((dy^T) Q [d Y -dx}) (2.2.7.1) 

M o T | %H(Trr+) || 

K°u' T uo4(i) x CT x ) q ) — ^ LK°4(cûy ( + r) Q [ûf F -<fe]). 

JrTi 

Pour tout D^(^7x)Q-module (ou complexe) à droite M, on calcule que le morphisme canonique 3f M^Mo*(M) — » 
'K°u'jUt + ('M.) est canoniquement isomorphe à l'identité de M. La commutativité de I2.2.7.T1 implique alors que 
les deux morphismes 5{ «^(Tr' r+ ), !K M^(Tr7' + ) : 3ï u'jUT + (o3x(''Tx)q) — > 5£°M^(cûy ( T r)Q)[rfy — rfx] sont égaux. 
Dans cette égalité, le symbole 3ï° étant inutile (pour le terme de gauche, cela découle de |Ber02, 5.3.3]), on obtient 

M^(Tr' r+ ) = u T (Tr T+ ). 

Il résulte alors du lemme FZ2.8l ci-après que Tr' r+ = Tiy+. □ 

Lemme 2.2.8. Soient £ £ D b œh (T> f x ( f T x )q), ? G D b oh (T>l( f T)q) tel que u T {J) e ^(B^TxJq). L'application 
Hom nb it-r\ ,(wr+(£),î) ^Hom nb , m f ... , Au\ut+(V),u\{$)\ induite par u\ est iniective. 

Démonstration. Soient /i ,/2 : «r+(£) — » 7 deux morphismes (^T)Q-linéaires tels que = w T {fj). D'après 

le théorème de Berthelot-Kashiwara, le morphisme canonique uj + u t ut+{V) — » est un isomorphisme. Pour 

tout i = 1,2, on obtient par fonctorialité /; : uj + (£.) ut+u'j(uj + (£,)) r 1_Zl/' wr+Ujfë) — > 3\ Comme = 
Ujifi), il en découle /i = /à. □ 
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2.3 Construction et compatibilité à Frobenius du morphisme trace dans le cas d'une im- 
mersion fermée non-relevable 

Dans cette section, on suppose que uq est une immersion fermée. 

2.3.1 (Isomorphisme de recollement pour l'image directe). Soit M G D^^T)^-^ Tx)q â ) . Il existe une base d'ouverts 
y de V de fibres spéciales Y telle que, en notant X l'ouvert de X d'espace topologique sous-jacent Uq (Y) et X sa 
fibre spéciale, le morphisme X — > Y induit par uq se relève en un morphisme ïï : X — > y (en effet, il suffit de prendre 
une base d'ouverts affines de y). En notant T := Y DT , l'isomorphisme canonique I>£_>y Ct)q\3L D~ - C^)tî 
induit le suivant 

«or+(M)|y' iï f+ (M|X'), (2.3.1.1) 

où le terme de droite (i.e., l'image directe dans le cas relevable) est défini dans [CarOôb, 1.1]. Si v : X — > y est un 
second relèvement de X — > 7, il en dérive un isomorphisme 

Tv,â : m ?+ (M|X') v f+ (M|X') (2.3.1.2) 

vérifiant la condition de transitivité y o t~~ = t v ~ ~, où w est un troisième relèvement. 

2.3.2. On suppose que uq se relève en deux immersions fermées u,u' : X — > ^ . On note t : X <— > X, p : X ^ x y les 

morphismes canoniques. Soit un ©[^-module à droite quasi-cohérent injectif. Par construction de l'isomorphisme 

canonique x : m;(N,) — mJ'(X/) (de manière analogue à [BerOO 2.1.5]), on obtient la commutativité du carré droite 
du diagramme canonique : 

ul(Ni) - P ! (2.3.2.1) 

T|~ || 

Il en résulte le diagramme commutatif suivant : 

ïPÇNi) - W ÇNi) — «o*p ! (N) c ^rW(K,-) (2.3.2.2) 

ii f r h 
ii f r » 

2.3.3. Soit un D^-module à droite quasi-cohérent injectif. Comme le diagramme 12. 3. 2. 2l est commutatif, l'iso- 
morphisme de ©^"'-modules «,■+«;■ (Ni) ^ ijjPÇNi) valable lorsque uq se relève en une immersion fermée u : X y 
s'étend par recollement au cas où wo est quelconque. On dispose ainsi de l'isomorphisme canonique de D^"'-modules 

En prenant des résolutions injectives, on obtient alors, pour tout N, e D+(DjJ ra '' i ), l'isomorphisme canonique 
mo+Kq(!N;) — > MT^ 1 (Ni) s'inscrivant dans le diagramme commutatif : 

uo+u (Ni) RïPCNi) (2.3.3.1) 

| can | can 

• Les isomorphismes de [Car06b 1.1.9 et 1.1.10] s'étendent au cas non relevable. En particulier (en omettant les 
foncteurs oublis), les foncteurs u' et u 0T (resp. uq + et Mor+) sont canoniquement isomorphes (sur les catégories de la 

forme LD h (ï)£ )d ) et LD b (î>l* )d )). 

~ * Q,qc ~~ ' Q.qc 
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• Soit N G OcohC^y C T )<®) tel q ue "or M £ ^œhC^C^V)- ° n déduit deEÏOrisomorphisme canonique : 

manière analogue à !2.2.5l on vérifie que celui-ci est compatible à Frobenius. En effet, le 
théorème de Berthelot-Kashiwara reste valable dans le cas non relevable, e.g., si N est à support dans X, le morphisme 
canonique uot+u'q T ÇN) — * N est un isomorphisme (en effet, comme cela est local, on se ramène au cas où uq se relève 
et où le diviseur T est vide). 

• Comme u QT ((ùy yT)q\dy\) —— > G>x( Tx)q[dx], on construit alors un morphisme trace compatible à Frobenius 
en posant 

Tr r+ : U0T +(&xCTx) q [dx}) HT* (©a { f T) Q [dr]) -» co y ( t T) Q [rfy]. (2.3.3.2) 
D'après 12.2.71 lorsque m se relève on retrouve le morphisme trace de [CarOôb 1.2.5,6] (grâce à !2.2.7b - 

2.4 Construction et compatibilité à Frobenius de l'isomorphisme de dualité relative dans le 
cas d'une immersion fermée non relevable 

On suppose que uq est une immersion fermée. De plus, nous supposerons le diviseur T vide jusqu'au théorème 
l2.4.4l (nous nous ramènerons dans la preuve de !2.4.4l au cas où le diviseur est vide). 

2.4.1. Soient M G D h cob (% { ™ )d ) et Ji G ^ cqc (S|' )d ! 5^ î)d ). Par localisation et grâce au lemme sur les foncteurs 
way-out à droite (e.g., voir [Har66|), on établit que le morphisme canonique 

WKom~ {m) -> RJfom- (m) (M,^)ê I : (m) î)|" ) := MlimRMom~ (m) (M,K) ®\ m) 

est un isomorphisme. De même, en notant M,- := M® 1 ^,,,) et N; := le morphisme canonique 

RJfom~ ( m ) (M, IN") (g) 1 : w D^™' — » RJfow (m) (M,-,^) est un isomorphisme. D'où : 

RJ{om~ ( „,)(M,K) RlimRO-Com (m) (M;,^). 

2.4.2. Soit X : N — > N une application croissante telle que X(m) > m pour tout m. Soit g LTÂ(A*!D^ d ) tel que 
M (m) e Dj? oh (î)^ ( '™ ))d ) et tel que, pour tous entiers m' > m, ® ~ (M „ 0) T)^ m " >) -> M*'"'' soit un isomorphisme. De 

plus, donnons-nous tt« G LD^ (X*^ )d ,X*S^ )d ) tel que X« eûS c , qc (5f ))d ,5f ' ))d ). Comme D^ h (D^ (m))d ) = 

D parf(^f (m))d ) (remarquons que l'on a besoin a priori d'éviter d'ajouter des singularités surconvergentes, Le., T doit 
être vide), par localisation et dévissage, on vérifie alors que le complexe 

WKom ~ Wd (M« X«) := (R5f m fi (x W) (MW ! XW)) meN (2.4.2.1) 

est un objet de LD^ qc (A,*'D^ )d ). 
En effet, comme 

® ~ (X(m)) -^se ' ^ ~* ' est un isomorphisme, les morphismes de transition sont construits 
pour tous m' >m via les morphismes : 



«^«(M'" 1 ,^ 1 ) ->RM m~ Wm)) (M( m \^ (m ')) ^ RM^^^mW,^'). (2.4.2.2) 
•"ï -°x 

La quasi-cohérence résulte alors de l2.4.1l 

2.4.3. Fixons X : N — > N une application croissante telle que X(m) > m pour tout m. Notons /j : N — > N l'application 
définie par ju(m) = A.(m) +5 pour tout m. Soit g LD^(A,*'D^ )d ) tel que G D b coh (T)^ im))i ) et tel que, pour 
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tous entiers m' > m, M( m ) ®ïl ^(i*)) T^ m ' — » M, 1 -'"" 1 soit un isomorphisme. D'après le cas algébrique dl.5.1| ), pour tous 
entiers ; et m, on dispose du diagramme commutatif 



W»%f»(F^W) , Wtan B «..,> ) , «g"» (a* ) <. D**"» ) [& ] (2.4.3.1) 

i y' i ' 

compatible au changement de niveaux (voir le cube commutatif 1 1.6.1 4TTT > . 

Notonsici u'$ = (4+ W3) )«eN : LD h q (X*Ôj )d ) ^LD\ (X*V ( ') d ), ©g = (©£ (m)) ) m6N : LD b Q (VÎ) { '} d ) -^LD b q (X*Sg d ), 
«g = («if 0) ) meN : (^D« d ) -LD* G"*D« d ), D« = (B« m ») meN : LD^*££ )d ) - L$ ^S^ )d ) etc. De 
plus, notons (ùg le système inductif constant de co^/ dans LD^Çk*^) 1 ^ 10 ), coj^ le système inductif constant de CO^ 
dansLD^ 0*î>£ )d ) etc. 

En appliquant le foncteur Klim au diagramme l2.4.3. fi via l2.4.1l et l2.4.2l on obtient la commutativité du suivant : 

i 

4>W(F>M'M) — H^^b ^^sW^^Ï^^'^^^+C^)^^^?^]) (2.4.3.2) 

D'après|2332]et grâce à l'équivalence de catégories lim : £DQ. coh (ï>£ )d ) = D b coh {D^ q ) (voir MBer02l 4.2.4]), le 
morphisme trace Tr + : Mq+ {("g ) ~^ 0)1'' [rfy], est compatible à Frobenius, Le., le diagramme ci-dessous 



«S^'N) — ^ co^t*] (2.4.3.3) 

7b,./ f ,.,(•) 



F b M ' 0+ (a)W[^]) >FW'/[d Y 

VU, H Sy' 



est commutatif. En appliquant — ®q A , *£ ) u*' > à 12. 4. 3. 31 on obtient le carré du haut de 



»$(<$)®D V f&y ) [dx] ^ê^M*vtf[dy] (2.4.3.4) 

F^uJJ (cog)Sfe y F*F^*S [') [d x ] F»(o[%^ F*F*X*V§ [d r ] 



On remarque que l'on peut remplacer ® L par ® dans la partie droite de |2.4.3.4l On vérifie par fonctorialité la commuta- 



tivité des deux autres carrés de l2.4.3.4l D'où celle de l2.4.3.4l En lui appliquant WKom jnh r „«A(.) dl (kq+^^VC'M), -), 
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noté ici plus simplement M.Jù>m(Uo'l(F i '3V['^), — ), on arrive au carré supérieur ci-dessous : 

M5£om( M | ) +^ b M , ( , ),M| ) +(œx ) )êo y A'*S|; ) )[^] — >■ mKomiu^M^ ,(0 { y ®o a ff&fldr]) 

~+ ~{ 
MMo/n^^M'W.F^^Cœë)®^ ,VT> { ')))[d x ] EWomCugF^M^'),^^^©^ ® 0y , X*D«))[<iy] 

(2.4.3.5) 

Puisque les deux carrés du bas sont commutatifs par fonctorialité. l2.4.331 est commutatif. De plus, comme pour ll.2.j~Tl 
on dispose du diagramme commutatif : 

KM m iDb ^^ S (. )d) (4 , > b M'W ) coS ,) ® 0y /i*D«[<fr]) D W obJJ^M'W) (2.4.3.6) 

F b K:K m^ (r£( . )d) ^ 

En composant e. 4. 3. 2l 12. 4. 3. 5l et l2. 4.3.61 on obtient le diagramme canonique commutatif : 

«SJoDW(F b M'W) -^r^ o M W(F b M'W) (2.4.3.7) 

F ^ o D g (M'W ) — F b E> « o «JJ (M'« ) . 

Théorème 2.4.4. Powr fowf M G ^cohC^^ 1 ^^ )Q d ), on dispose de V isomorphisme canonique fonctoriel en M 

X : Mor+oD 3Ei j k (M) %r °wor+(M), (2.4.4.1) 

ûf/f « isomorphisme de dualité relative ». Cet isomorphisme est compatible à Frobenius, Le., pour tout M' G Dj? oh (î)^ ; (^7^ 
le diagramme 

uot+oBxjx^M') — ^Dy.T-oMor+^M') (2.4.4.2) 

~i ~* 

F b u' or+ o Dj,^ (M') -4t+ F b B y , r o «^, + (M'), 

om tes isomorphismes verticaux dérivent des isomorphismes de commutation à Frobenius de l'image directe et du 
joncteur dual, est commutatif. De plus, V isomorphisme \2.4.4.1\ vérifie la condition usuelle de transitivité pour le 
composé de deux immersions fermées. 

Démonstration. Via les équivalences de catégories lim : LDq coh (£>^ d ) — D^ oh ( r D' x ( Jf Tx)Q), lim : LDq coh (î>j^ d ) = 

^coh(-^y ( T ^)q)' il découle de I2.3.3.2l que l'on dispose du morphisme trace : Trj+ '■ "or+(®£ ~ ¥ ^yidy] ( avec 
les notations de 12.4.31 ici X(m) = m). De manière analogue à |Car06bl 1.2.7], on en déduit la construction de l'iso- 
morphisme de dualité relative 12.4.4.11 Le fait que % soit un isomorphisme est local. On se ramène au cas où uq se 
relève et où T est vide (par [BerOO, 4.3.12]). On retrouve alors la construction de Virrion. Le morphisme % est donc 
un isomorphisme. 

Traitons à présent sa compatibilité à Frobenius. Pour vérifier la commutativité du diagramme l2.4.4.2l en appliquant 
le foncteurBy.7- à l2.4.4.2l modulo la commutation à Frobenius du foncteurdual et de l'isomorphisme de bidualité (voir 
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BVirOOl ). il s'agit d'établir la commutativité du diagramme 

u n{F b M') u 0T+ (F b M') (2.4.4.3) 

où le foncteur image directe extraordinaire est défini en 12. 1.1. 51 Comme les foncteurs F\ uot+ et uqt\ sont exacts, 
l'assertion devient locale. On peut supposer que les diviseurs sont vides (par IBerÔÔl 4.3.12]). Via l'équivalence de 
catégories induite par le foncteur lim ci-dessus (avec T vide), il existe X : N — > N une application croissante telle 

que X(m) > m pour tout m, il existe e LD^X*!)^*) tel que iW G Z^ oh (l)^ (m))d ) et tel que, pour tous entiers 
m' > m, M (m) (8g ( x(„)) î>£ ' — > M'" 1 '' soit un isomorphisme et vérifiant lim(MW) -^-> M'. On conclut alors en 
appliquant le foncteur lim à |2.4.3.7| 

Concernant la transitivité de F isomorphisme de dualité relative, on procède de la même manière pour se ramener 
au cas relevable sans diviseur, cas déjà traité dans |Ber02|. 

□ 

2.4.5 (Compléments). Soit V un ouvert de y de fibre spéciale Y tel que, en notant X l'ouvert de X d'espace topologique 
sous-jacent Wq l (Y) etX sa fibre spéciale, le morphisme X — > Y induit par uq se relève en un morphisme u : X — > y. 
On note T:=TnY,T% := T X DX. 

Pour tout M G D^CD^Tx)®*), le diagramme 

uoT+°D x , Tx (M)\y ^-^D y , r o M07 . + (M)|y (2.4.5.1) 

oDj r _ (M|X) j^-s- r _ OMj; + (M|X), 

où les isomorphismes horizontaux sont induits par l2.3.lTl celui du haut (resp. du bas) est l'isomorphisme de dualité 
relative de I2.4.4l (resp. de [Car06b, 1.2.7]), est commutatif. 

De plus, si v : X — » y est un second relèvement de X — * Y, on obtient le diagramme commutatif ci-après 

v f+ oB^ T _(M\X) -JL^Og^ ov f+ {M\X) (2.4.5.2) 

S" ?+ oB 5r _(M|X) —^B^ T _oû f+ (M\X), 
où les isomorphismes horizontaux sont les isomorphismes de recollement de !2. 3.1.21 

2.5 Compatibilité à Frobenius du morphisme d'adjonction dans le cas d'une immersion 
fermée 

On suppose que uq est une immersion fermée. 
Théorème 2.5.1. Soient M' G Dj? oh (î' :3e ,(^7^/)Q d ) et Ji' G D^ oh ('D^i( ! 'T')Q i ). On dispose du diagramme commutatif : 

RMomrf fmQ (u' 0T , + (M'),W) _^ utoWKomtf ç^M'JbrJf) (2.5.1.1) 

WKomtf (tr)sj ( J F b ^ 7 ., + (M'), J F b ^ / ) u^WKom^ (tJi)jj ( J F»M' .F^yN') 

~| ~| 
MJCom^trtrj ("or+F b (M'),F b ^') ^KKom^t (tr ) (F^k^-F^'). 
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Démonstration. Pour construire les isomorphismes horizontaux de l2.5.1.fl on procède, via !2.4.4l comme pour [CarOôb 
1.2.9] ou [Vir04, IV.4.1]. Il reste à vérifier la commutativité du diagramme 12.5. 1 . il dont les isomorphismes verticaux 
sont induits fonctoriellement par F" ou par les isomorphismes de commutation à Frobenius de l'image inverse extra- 
ordinaire ou de l'image directe. Afin de simplifier les notations (autrement, il s'agit de rajouter dans la preuve des T 
ou Tx), supposons que le diviseur T est vide. Vérifions d'abord la commutativité du diagramme canonique suivant : 



WKom t (u' 0+ (M'),N') _ 

y'.Q 

WKom t {F b uL(M'),F^') 



VKom^ (F"uL (MO.FW) 
-"y.Q 



y',<3 y',Q ' v 

.RWom^t (F^ + (M'),F b (X'® D t DLj) 
a,Q y',Q a ' y 

t~ 



y.Q 



(F"mq + (M / ),F (W) (Sut T»î 



WKomtf Juo+F^M')^) WKom^ _ {u 0+ F\M'),F\K') ®^ _ D^ Q ) 



(2.5.1.2) 



Il découle de la commutativité du rectangle du haut de [Car05a 1.4.15.1] (et par passage de gauche à droite), celle du 
rectangle du milieu de !2. 5.1.21 Enfin, celle des carrés s'établit par fonctorialité. 

En utilisant [Car05a] 2.1.17.(iii)], on parvient au rectangle supérieur du diagramme ci-après : 



RKom^ (uL (M'),N®tf DL ) 

y',«3 y',Q 3 ' v 



WKom^ (F b u' 0+ (M') , F b ÇM' ® + Dj, )) 

y,Q y',o 3 v 



y,Q y,Q 8 ' 



4 



■y.Q 



y,«j 
t- 



y'.Q a M 



■D 



y,Q 



'y.Q 
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'y,Q 



y,Q 



y, G 



Les deux carrés l'étant par fonctorialité, on obtient la commutativité de !2. 5.1.31 



(2.5.1.3) 



En appliquant F W <8> L t — à 12. 4.4. 21 on obtient (modulo les passages de gauche à droite, Le., modulo co (g>o — ) 
D y,Q 
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le rectangle commutatif (en bas) du diagramme suivant 



Wr, WKom^ (F b M [, + (M'),î)L ) FW® L » «o+Mom^ (F b 3Vt ,F b F*l)L „) 



4 \r 



^a.Q -^y.Q dAi z B a,Q ^x.q ' v 



i),Q 

(2.5.1.4) 

La commutativité du carré (supérieur) se vérifie par fonctorialité. D'où celle de 12. 5. 1.41 

En posant £' := WKom t (M',Ï>L ), £ := F*£', N := F'N', on dispose du dia gramme commutatif suivant 

X',Q 

W®^ M (, + (R5Com D t (M'.DjpJ) proj > M"^'®?^ ^Mom^; (M'.D^J) (2.5.1.5) 

V',Q ï'iQ ' ~ 3£'.Q 

Il II 

tf®^ M0 *(I>^ Q ® D f £') ™ ^«^(«o^®^!^ ^Wx'A £') 

^ F*^^^ £') proj , M»o'(^ | F*^, ) \ 1>W#,q ® £') 
H®Ko*("o F *£y<,q ® D Wa;'.Q ® £')Z1«o*(m 1:n ® «o^y.Q ® D y'^*',Q ® £ ') 
W® Mo *("o^*£Ç, Q ® F^Dj^Q ® £) «o*("o ^ ® "o^^Q ® ^y'^e'.Q ® £ ) 

^y.Q "o'^y'Q D ï,Q "o'^yjj "o'^y'Q 

N®£t M^k-^Q®^,/) ? ^"o*("o^ ( ® SVsfl®^ 8 ) 

Il II 

N®*; t Mo +F*RJ£om^ t (M ; ,DL ) proj , mq^oW ®^ t F*MJ{ m^t (M',Œ)L )) 

N®i lt uo+RKom t (F b M',D^ Q ) ^« 0t («i(N)® l t IMom + (F b M',ï^ Q )). 

y,Q *>Q ' ~ ï,q ' 

En effet, le troisième carré du haut est commutatif par transitivité des morphismes de projection tandis que les autres 
le sont par définition de £', £, N et/ou par fonctorialité. 

En appliquant le foncteur F b 3\f' ® L t — à l'isomorphisme de commutation à Frobenius de l'image directe : 

F*u' 0+ WKom^A (JA'.T)^, ) -^U «o+F*RJCom, T1 t (M',DL, n ), on obtient le composé de gauche du troisième 

terme du haut vers le troisième terme du bas de 12. 5. 1.51 ainsi que la deuxième flèche de droite en partant du haut de 
12.5.1.41 On en déduit que le composé de droite de l2.5.1.41 est égal à celui de gauche de 12.5.1.51 
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De manière analogue au diagramme composé de l2.5.1.2l et l2.5.13l (sauf leur dernière ligne), on construit le carré 
du haut sans Mo* du diagramme ci-dessous : 



Mwo^'^t WXomt (M'.Djpo)) ^u^WKom^ (M',m ! K')) (2 5 16) 

Par fonctorialité, on en déduit la commutativité de |2. 5.1.61 On vérifie par définition et fonctorialité que le composé de 
gauche de |2.5.1.6l correspond à celui de droite de |2.5.1.5l En composant ^. 5. 1. 2l 12. 5. 1.31 12.5.1. 41 12. 5. 1.5| et [2. 5. 1.61 on 
obtient le diagramme 12 . 5 . 1 1 et donc sa commutativité. □ 

Corollaire 2.5.2. Soient M' e £>c oh (î'^( t r x ,)Q d ) et N' G #c oh (î^,( t :r')Q d ). On bénéficie de l'isomorphisme d'ad- 
jonction adj : H 
mutatif suivant : 



jonction ad] : Hom^t çtfi^WoT'+O^-')^') — > Hom^t ^ T ^^(M' ,u'q T ,N) qui s'inscrit dans le diagramme com- 



Hom , , (« or , + (M'),N') -^-^ Hom^t t (M',u» T ,X') (2.5.2.1) 



Hom D t rr) J«or + ^(MO,^O^Hom Di(lTx)Q (F'M',« orJ F^'). 

Démonstration. On applique le foncteur Jf o , — ) à l2.5.1.1l □ 

Remarques 2.5.3. L'isomorphisme canonique de commutation à Frobenius de l'image directe a été construit de deux 
façons différentes. 

(a) La première, due à Berthelot (voir [BerOO, 3.4.4] pour la version « à gauche »), se construit directement. C'est 
cet isomorphisme de commutation à Frobenius de l'image directe que nous avons utilisé dans ce manuscript. 

(b) Une deuxième construction existe lorsque l'on se restreint aux morphismes propres (voir |Car06b| 1.2.12]). 
Elle consiste à utiliser (l'isomorphisme canonique de commutation à Frobenius de l'image inverse extraordinaire et) 
l'isomorphisme d'adjonction entre l'image directe et l'image inverse extraordinaire (cet isomorphisme d'adjonction 
n'est valable que pour les morphismes propres) de telle façon que le diagramme 12.5.2. il soit commutatif. Cet iso- 
morphisme de commutation à Frobenius de l'image directe donne par construction la compatibilité à Frobenius des 
morphismes d'adjonction. 

Il résulte alors du corollaire 12.5.21 que ces deux constructions coïncident dans le cas d'une immersion fermée. 
Nous obtenons ainsi une première « unification ». L'extension raisonnable de 12. 5. 21 au cas des morphismes propres 
(Le., l'isomorphisme d'adjonction de !2.6.3l est compatible à Frobenius) garantirait une unification complète des deux 
constructions. Remarquons enfin que la difficulté apparaissant dans la preuve de l'extension de !2.5.2l au cas des mor- 
phismes propres est la construction et la compatibilité à Frobenius du morphisme trace. 



2.6 Construction de l'isomorphisme de dualité relative dans le cas d'un morphisme projec- 
tif non relevable 

2.6.1. Soient / : X — > ^ un morphisme propre de V-schémas formels lisses, T un diviseur de Y tel que Tx := f~ l {T) 
soit un diviseur de X. D'après [Car06b, 1.2.5,6], on dispose du morphisme trace Tit+ : Ut+((QxCTx)q[cIx\) — > 
(ay(^T)q[dY]. Celui-ci est obtenu par extension des scalaires via Dy q — > Vy(^T)Q à partir du morphisme trace 
construit par Virrion qui vérifie la condition de transitivité usuelle. Par construction, la transitivité du morphisme 
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de Virrion implique alors celle de Tr^. De manière analogue à [Ber02] 3.5.7], il en dérive que l'isomorphisme de 
dualité relative X : /r+°Dï,r x (M) D yj of T+ (M) de IICar06bl 1.2.7] fonctoriel en M e£>£ oh (Dj E ( t 2jf)Q d ) vérifie 
la condition usuelle de transitivité. 

Définition 2.6.2. Soit /q : X — » Y un morphisme de fc-schémas lisses. On dit que fij est un morphisme propre quasi- 
relevable s'il existe un V-schéma formel lisse X relevant X et si fo~po° uo, où ko : X ^ Z est une immersion fermée 
et po : Z — > F est un morphisme qui se relève en un morphisme propre /? : Z — » y de V-schémas formels lisses. 

Par exemple, /o est un morphisme propre quasi-relevable s'il existe X, y deux V-schémas formels lisses relevants 
respectivement X, Y et si 

- soit /o est un morphisme projectif, 

- ou soit il existe une immersion X <—> 7 telle que f soit un V-schéma formel propre et lisse (e.g. X est quasi- 
projectif). 

Théorème 2.6.3. Soient X et y deux V-schémas formels lisses, fo : X — > F un morphisme propre quasi-relevable entre 
leur fibre spéciale (e.g. fo est projectif), T un diviseur de Y tel que Tx '■— fo l {T) soit un diviseur de X. 

1. Il existe alors un isomorphisme canonique fonctoriel en M G D b cob (D'^Tx)iQ), 

X : foT+oB XJx {M) B y .r°/or+(M), (2.6.3.1) 

dit « isomorphisme de dualité relative ». 

2. On bénéficie de plus, pour tout M G D^^Tl^^Tx)^) et N G D b ob (Dy (^T)q d ), de l'isomorphisme canonique 
d'adjonction 

adj : Hom D t (tr)Q (/or + (M),X)^Hom^ (trx)Q (M,/ ( i r K). (2.6.3.2) 

Démonstration. 1) a). En choisissant un morphisme propre et lisse p : Z — > y de V-schémas formels lisses, une 
immersion fermée uo : X <^-> Z telle que /o = po °wo, l'isomorphisme de dualité relative à /o est par définition le 
morphisme rendant commutatif le diagramme ci-dessous : 

foT+oB x . Tx (M) >B X jof 0T+ {M) (2.6.3.3) 

Pr+ï<or z +Dï,rx (M) - > pr+Iîz,rz M or z +(M) - > B x ,tpot+uot z +(M), 

où 7z := Pq 1 (T) et où les isomorphismes de dualité relative du bas sont ceux provenant soit du cas relevable ( flCar06bl 
1.2.7]) soit de celui d'une immersion fermée ( 12.4.4I >. 

1) b). Il reste à présent à vérifier que cet isomorphisme est canonique, Le., qu'il ne dépend pas du choix de la 
factorisation de fo- Soient un morphisme propre et lisse p : Z — > ^ (resp. p ! : Z ! — > y) de V-schémas formels lisses, 
une immersion fermée uq : X <^-> Z telle que fo = po° «o (resp. u' : X Z' telle que /o = p' Q o m q ). Le morphisme 
uo (resp. m ) se factorise en l'immersion fermée u ! Q ' :— uo x u' : X ^ Z Xy Z' ( IIGro601 5.4.5]) suivie de la projection 
ZxyZ'->Z (resp. Z XyZ' — » Z') qui se relève en la projection q : Z Xy Z 1 — » Z (resp. g' : Z Xy Z' — » Z')- Comme 
poq = p' oq', grâce à la transitivité du cas relevable (voir l2.6.TT i. on se ramène au cas où fo est une immersion fermée 
(plus précisément aux deux cas où fo est égal à «o = ?o ° «o ou à m = q' o m '). Supposons donc que fo est une 
immersion fermée et vérifions que le diagramme 12. 6. 3. 31 où l'isomorphisme du haut est l'isomorphisme de dualité 
relative de 12.4.41 est commutatif. Comme on dispose de l'isomorphisme de bidualité (voir | VirOO]), il suffit d'établir 
que le dual de !2. 6.3.31 est commutatif. Comme M est isomorphe à un complexe dont les termes sont des D^^Tj^Q- 
modules à droite cohérents, comme les 'D^(^7x)Q-modules à droite cohérents (resp. les 'D^^TyQ-iriodules à droite 
cohérents dans l'image essentielle de uqt+, uqtÙ sont acycliques pour les foncteurs for+, /or!, uqt+, uot\ (resp. pr+, 
Pt\), on se ramène au cas où M est un X)j(^7x)Q-module à droite cohérent. La commutativité du dual de !2. 6.3.31 est 
alors local en y. On peut donc supposer y affine. Comme X est alors affine, le morphisme uo se relève. On conclut 
grâce à la transitivité de l'isomorphisme de dualité relative dans ce cas (voir l2.6.TT i. 

2) . Enfin, la construction de l'isomorphisme d'adjonction de l2.6.3.2l à partir de l'isomorphisme de dualité relative 
de l2.6.3.î1 est identique à celle de [Car06b 1.2.10] (voir aussi la construction dans la preuve de l2.5.1l ). 

□ 
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